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1. EINLEITUNC 
In [6] hat D. Held die Gruppen He, Mz, , und L,(2) durch den Zentrali- 
sator einer 2-zentralen Involution gekennzeichnet. Betrachtet man nun den 
Zentralisator einer nicht 2-zentralen Involution in He und L,(2), so sieht 
man, da8 diese Zentralisatoren bis auf Isomorphie ineinander liegen. 
Der Zentralisator einer nicht 2-zentralen Involution in He ist eine nicht 
zerfallende Erweiterung einer Klein’schen Vierergruppe mit L,(4)(x), wobei 
x einen %uBeren Automorphismus der Ordnung 2 auf L,(4) bewirkt. Der 
Zentralisator einer nicht 2-zentralen Involution in der sporadischen Suzuki- 
Gruppe ist eine zerfallend Erweiterung einer Klein’schen Vierergruppe mit 
L,(4)(x), wobei x wieder einen SuReren Automorphismus der Ordnung 2 
auf L,(4) bewirkt. 
In dieser Arbeit werde ich nun untersuchen, ob es eine einfache Gruppe 
gibt, die in ghnlicher Beziehung zu L,(2) steht, wie He zur sporadischen 
Suzuki-Gruppe. Dazu wird der folgende Satz bewiesen: 
SATZ 1. Sei H der Zentralisator einer Involution in einer einfachen Gruppe 
G. Die Gruppe H sei xum Zentralisator einer nicht 2-zentralen Involution in 
L,(2) oder zu einer zerfallenden Erweiterung einer Klein’schen Vierergruppe 
mit (EA,)(x), wobei E eine elementar abelsche Gruppe der Ordnung 16 ist und 
x einen tiuj’eren Automorphismus der Ordnung 2 auf (EA,) und auf der Vierer- 
gruppe bewirkt, isomorph ist. Dann ist G zu L,(2) isomorph. 
Ein Ihnlicher Satz, in dem L5(2) durch Mz4 und A, durch A, ersetzt ist, 
wurde in [9] bewiesen. 
* Dissertation des Autors, Maim 1973 (DC 77). 
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2. DIE STRUKTUR VON H 
Es sei A, = (p, p j p2 = p3 = (p~p)~ = 1). Wir betrachten zuerst den Fall 
einer zerfallenden Erweiterung. Dann kijnnen wir den Erzeugern von A,, 
beziiglich einer Basis {e, , e 2 , e3 , e4} von E, Matrizen iiber GF(2) zuordnen. 
Da GL(4, 2) zu A, isomorph ist, miissen wir die Konjugiertenklassen von 
Untergruppen der -4, , die zu A, isomorph sind, bestimmen. 
LEMMA 1. In A,gibt esfiinf Konjugiertenklassen won Untergruppen isomorph 
zu A, . Die Vertreter sind: 
(1) ((1, 2)(3,4), (1,2, 3)), 
(2) <(1,2)(3,4), (1,2,3)(5,6,7)), 
(3) (u,2)(3,4), (1, 5,3)(2,6,4)), 
(4) ((1, 2)(3,4)(5, 6)(7, 0 (1, 2, 3)(7,6, 8)), 
(5) ((1, 2)(3,4)(5> 6)(7, 9, (1,2,3)(8, 6 7)). 
Beweis. Die 2-Sylowgruppe der A, ist eine Klein’sche Vierergruppe. Alle 
Involutionen in A, sind konjugiert. Wir konnen also annehmen, da8 entweder 
(1, 2)(3, 4) oder (1, 2)(3, 4)(5, 6)(7, 8) in A, liegt. 
Sei zuerst (1, 2)(3, 4) in A, . Dann liegt die 2Sylowgruppe von A, in 
einer 2-Sylowgruppe von CAB&( 1, 2)(3, 4)) und enthalt nur Involutionen vom 
Typ (a, b)(c, d). Das ergibt sofort die Mijglichkeiten ((1, 2)(3,4), (1, 3)(2, 4)) 
und ((1, 2)(3, 4) (1, 2)(c, d)) mit {c, d} liegt nicht in {1,2, 3, 4) fiir die 
2-Sylowgruppe von A, . Im zweiten Fall kann man (c, d) als (5,6) annehmen. 
Man bestimmt nun die Elemente der Ordnung drei, die auf der 2-Sylow- 
gruppe operieren. Somit erhalt man im ersten Fall eine Gruppe vom Typ (1) 
oder (2). Im zweiten Fall erhiilt man eine Gruppe vom Typ (3). 
Sei nun (1, 2)(3, 4)(5, 6)(7, 8) in A,. J e z mtissen alle Involutionen in der t t 
Vierergruppe von dem Typ (a, b)(c, d)(e,f)(g, h) sein. Bis auf Konjugierte 
gibt es nur zwei solche Vierergruppen. Bestimmt man nun wieder die 
Elemente der Ordnung drei, die auf diesen Vierergruppen operieren, so 
erhdt man eine Gruppe vom Typ (4) oder vom Typ (5). 
Wir bestimmen nun die Operation von x auf (EA,). Dabei nennen wir 
A, vom Typ (i), i = 1, 2 ,..., 5, falls A, in der Konjugiertenklasse aus Lemma 1 
mit dem Vertreter (i) liegt. 
LEMMA 2. Es sei 1 f [E, x] < E und (EA,/E)(x) g x4 , SO entspricht 
x folgendem Element der A, : 
Ist A, worn Typ (l), so ist x = (1, 2)(5, 6). 
Ist A, worn Typ (2), so ist x = (1,2)(5, 6). 
Ist A, worn Typ (3), so ist x = (1,4)(2, 3)(5, 6)(7, 8). 
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Ist A, vom Typ (4), so ist x = (1, 2)(7, 8) oder 
(1, 7)(2,8)(3,6)(4, 5). 
Ist A, vom Typ (5), so ist x = (1, 2)(7, 8) oder 
(1,8)(2,7)(3> 6)(4> 5). 
Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus der Struktur des Normalisators 
der 2-Sylowgruppe der A,. 
LEMMA 3. Es sei 1 # [E, x] < E und [A4, x] < E, so entspricht x 
folgendem Element der A, : 
Ist A, vom Typ (l), so ist x = (5, 6)(7, 8). 
Ist A, vom Typ (2), so gibt es kein x. 
Ist A, vom Typ (3), so ist x = (1, 2)(3,4)(5, 6)(7, 8). 
Ist A, vom Typ (4), so ist x = (1, 8)(2, 7)(3, 6)(4, 5). 
Ist A, vom Typ (5), so ist x = (1, 7)(2, 8)(3, 6)(4, 5). 
Beweis. Folgt wie Lemma 2. 
Wir beschreiben nun die Operation von (A4, x) auf E durch 4 x 4- 
Matrizen. 
I. (4, x> = X4. 
TYP (1) 
TYP (2) 
I 
1 0 0 0 
0 1 0 0 
!-- 
1 0 1 0 I p- 0 1 0 1 
TYP (3) 
1 0 0 0 
0 1 0 0 
p4 I 
10 10 
0 1 0 1 
481/34/z-10 
I P-+ 
‘1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 0 I 
$0 1 1, 
.l 0 0 0 
1 0 1 0 
0 1 1 0 
-0 1 0 1 
1 0 0 0 
1100 
x4 0010’ I I 0011 
X4 
X-+ 
.l 0 0 0 
1100 
0 0 1 0 
,o 0 1 1 
‘1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 1 1 0 
-0 1 0 1 
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x f (1,2x7,8) 
TYP (5) 
x = (1,2x7,8) 
x f (1,2x7, 8) 
1000 
0100 
p- / 1 1 10 1 0 1 1 1 
1 1 0 1 
0 0 1 0 
p- i 1 1100 0 1 1 1 
i 
1 1 1 0 
0 1 0 0 
p+ 
1100 
0 1 1 1 I 
1 0 0 0 
0 1 0 0 
x- 1 I 0010’ 0 1 1 1 
1000 
0 1 0 0 
x- I 1 10 10’ 0 1 0 I 
1 0 0 0 
0 1 0 0 
x+ i 10 1 10’ 0 0 0 1 
II. [A, , x] < E. Dann entspricht x einem der folgenden Elemente: 
TYP (1) 
pi;], Typ(3) [;i;;], 
TYP (4) 
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LEMMA 4. Ist [E, x] = 1, so gilt eine der folgenden Aussagen: 
(i) A, ist vom Typ (1) und [p, x] = I, [p, x] = t mit t ist e3 , e4 oder 
e3e4 .
(ii) A, ist vom Typ (4) und [p, x] = e2e3 , [p, x] = e1e2e3e4 . 
(iii) A, ist vom Typ (5) und [p, x] = e3 , [p, x] = 1. 
Beweis. 1st A, von einem der Typen (l), (4) oder (5), so rechnet man 
leicht nach, dal3 man x so wahlen kann, dal3 x wie angegeben operiert. 
Sei also A, vom Typ (2) oder (3). D ann kann angenommen werden, dal3 
/* von x zentralisiert wird. Weiter mul3 pz = tp mit t aus E gelten. Da p 
van <e, ,e,> bzw. (e, , e3, 4 e ) zentralisiert wird, kommen fur t nicht alle 
Elemente aus E infrage. Nutzt man nun noch aus, da8 (p~)~ ein Element der 
Ordnung drei sein mul3, so sieht man, da8 p von x zentralisiert werden mul3. 
Also bewirkt x keinen auBeren Automorphismus. 
LEMMA 5. Ist [E, x] 4 E, so gilt eke der folgenden Aussagen: 
(i) 4 ist vom Typ (11, [Gel, e2), x] = 1 und E* = (e, , e2, p, ppp2j. 
(ii) A, ist vom Typ (1 ), [ei , x] = 1, ezx = eie, , ea2 = up , e4 
2 = bpppp2 mit a, b E (el , e,) und px = p2. 
(iii) A, ist vom Typ (2), [(el , e,), x] = 1 und Ex = (e, , e2, p, ,q$). 
(iv) A, ist vom Typ (2), [e, , x] = 1, ea2 = eiea , eaz = up, e4% = bppp2 
mit a, b E (e, , e8) und [p, x] = 1. 
Beweis. 1st A, vom Typ (1) oder (2), so gibt es in EA, genau zwei 
elementar abelsche Untergruppen von der Ordnung 16. Diese mul3 x 
vertauschen. Je nachdem, ob x den Durchschnitt dieser Gruppen zentralisiert 
oder nicht zentralisiert, folgt eine der Moglichkeiten (i)-(iv). 
Im Fall (3) ist E die einzige elementar abelsche Untergruppe von EA, 
von der Ordnung 16. 1st A, vom Typ (5) so ist E die einzige elementar 
abelsche Unterguppe von EA, von der Ordnung 16, die zentralisatorgleich 
ist. Also mu8 x in beiden Fallen E normalisieren. 
1st A, vom Typ (4), so gibt es in EA, genau drei elementar abelsche Unter- 
gruppen von der Ordnung 16. Also mul3 x eine davon normalisieren. Wenn 
wir diese mit E bezeichnen, so haben wir einen der Falle mit [E, x] < E. 
Sei nun H isomorph zum Zentralisator einer nicht 2-zentralen Involution 
in L,(2). Zur Struktur von H vergleiche man mit [6; S. 288-2901. Hiernach 
ist A&x) zur za isomorph und operiert treu auf VE. Die Bezeichnungen seien 
wie oben. Dann kijnnen wir den Erzeugern von x4 beziiglich der Basis 
{vr , va , ei , ea , ea , e4} von VE Matrizen iiber GF(2) zuordnen. 
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CL- 
-1 0 0 0 0 0 
010000 
001000 
000100 
001010 
-0 0 0 1 0 I 
X-+ 
Im folgenden wollen wir mit T eine 2-Sylowgruppe von H bezeichnen. 
Weiter setzen wir R, = VE. Bis auf Widerruf wird vorausgesetzt, dab die 
folgende Annahme erfiillt ist: 
ANNAHME 1. Die Gruppe E wird von x normalisiert. Der Zentralisator H 
ist nicht zum Zentralisator einer nicht 2-zentralen Involution aus L,(2) isomorph. 
3. DIE ORDNUNG VON G WIRD DURCH 21° GETEILT 
LEMMA 6. Hat das Zentrum von T die Ordnung 4, so teilt 21° die Ordnung 
volt G. 
Beweis. Da das Zentrum von T die Ordnung 4 hat, ist H vom Typ (l), 
(2), (3) o&r (4) und x = (1, 2)(7, S), falls (&E/E) zu & isomorph ist. 
Ansonsten ist A, vom Typ (3) oder (4). 
Das Zentrum von T ist immer (vl , ei). 1st A, nicht vom Typ (I), so ist H 
in C(e,) enthalten. 1st A, vom Typ (l), so liegt e, in T” aber v, nicht. 
Wir nehmen nun an, dal3 21° die Ordnung von G nicht teilt. Mit einem 
Satz von Burnside folgt sofort, dal3 Z(T) d rei G-Klassen von Involutionen 
enthalt. 
1st A, vom Typ (1) oder (2), so ist 32 der genaue 2-Anteil der Ordnung 
von C(x). Mit [lo, Lemma 5.381 folgt dann ein Widerspruch. 
Sei nun (&Y/E) zu & isomorph und A, vom Typ (3). Dann ist R,(x, p) 
gleich G&&J- Da N(NH((P))) in H enthalten ist, ist eae, nicht zu v1 in G 
konjugiert. Also ist 27 der genaue 2-Anteil der Ordnung von C(e,e,). Da 
das Zentrum von C.&(p) die Ordnung 8 hat, ist eae, nicht zu ~1 konjugiert. 
Das gleiche Argument gilt fur v+ Da keine Gruppe von der Ordnung 2i, 
die &(z)+) enthilt, eine elementar abelsche Gruppe von der Ordnung 64, 
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die vap enthalt, enthalten kann, ist e3e4 nicht zu z~a konjugiert. Das gleiche 
Argument gilt fur x und e,x. Somit ist e3e4 zu keiner Involution aus 
<vl , v2 , 6 , e2 , e3 , th PCLP’, x) konjugiert. Mit [lo, Lemma 5.381 folgt der 
Widerspruch. 
Sei nun [A, , x] in E enthalten und A, vom Typ (3). Wir kijnnen annehmen, 
dab p von x zentralisiert wird. Dann wird p von x zentralisiert oder $ ist 
e,e,p. Wird p nicht von x zentralisiert, so sind alle Involutionen in 
(vl t e17 e2 p 3 e ) x zu x konjugiert. Also ist 32 der genaue 2-Anteil der Ordnung 
von C(x). Mit [lo, Lemma 5.381 folgt nun der Widerspruch. Somit wird p 
von x zentralisiert. Da nun (vi , e, , x) das Zentrum einer 2-Sylowgruppe 
von C,(x) ist, folgt, dab 2’ der genaue 2-Anteil der Ordnung von C(x) ist. 
Weiter enthalt C(x) keine elementar abelsche Untergruppe von der 
Ordnung 64. Also ist x zu keiner Involution aus R, konjugiert. Da C,(p) 
die Ordnung 2’ hat, ist x weder zu p noch zu vip konjugiert. Das Zentrum 
van G(v2p) is <vu1 , vu2 , el , CL ). Sei nun v2p zu x konjugiert. Die Kommutator- 
gruppe einer 2-Sylowgruppe von C(x) hat die Ordnung 2. Also ist (e,i die 
Kommutatorgruppe einer Gruppe von der Ordnung 27, die CH(v2p) enthalt. 
Da vi nicht zu vie, konjugiert ist, geht das nicht. Somit ist x zu keinem 
Element aus RI&, ppp2) konjugiert. Mit [lo, Lemma 5.381 folgt wieder ein 
Widerspruch. 
Sei nun (A,E/E) zu x4 isomorph, A, vom Typ (4) und x = (1, 2)(7, 8). Die 
2-Sylowgruppen von CH(e2) haben (er) als Kommutatorgruppe. Da e2 zu 
e1e2 konjugiert ist, folgt nun, dal3 v1 nicht zu e2 oder vie2 konjugiert ist. Setze 
D = C&). Dann ist das Zentrum von D gleich (vi , e, , ,x . Da 
R, = <cl , v2 , el , e2 , e3 , P ) charakteristisch in D liegt, folgt nun, dal3 
28 der genaue 2-Anteil der Ordnung von C(&) mit t E (vi , e, , e+)‘\ ist. 
Setze F = &(e,e,). Da R, in H nicht zu R, konjugiert ist, ist R, such nicht 
in G zu R, konjugiert. Wir betrachten nun [R, , t] fur t in F. Da dieser 
Kommutator nur fur Elemente t aus R+ die Ordnung zwei hat, liegt 
le \ r , e2ea) charakteristisch in F. Da e2ea zu e,e,e, konjugiert ist, folgt nun, 
daB 2” die Ordnung von C(e,e,) nicht teilt. Wir haben somit gezeigt, dal3 
vi zu keinem Element aus (vi , e, , e2ea , CL) ungleich vi konjugiert ist. Da 
alle Involutionen aus (vi , e, , e2e3 , f~) x zu x konjugiert sind, ist 32 der 
genaue 2-Anteil der Ordnung von C(x). Mit [lo; Lemma (5.38)] folgt wieder 
ein Widerspruch. 
Sei nun zuletzt [A,, x] in E enthalten und A, vom Typ (4). Wir konnen 
annehmen, da8 p von x zentralisiert wird. Damit folgt px -= e,e,e,p oder p 
wird von x zentralisiert. Wie im Fall A, vom Typ (3) ergibt sich daraus ein 
Widerspruch. 
LEMMA 7. Hat das Zentrum von T die Ordnung 8 und zentralisiert x die 
Gruppe E nicht, so teilt 21° die Ordnung van G. 
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Beweis. Falls (A,E/E) zu & isomorph ist, ist A, vom Typ (5) oder vom 
Typ (4) und x f (I, 2)(7, 8). Ansonsten ist A, vom Typ (1). 
In allen diesen Fallen ist (v r , e, , e,) das Zentrum von T. Wir nehmen an, 
daJ 2r” die Ordnung von G nicht teilt. Man iiberzeugt sich leicht davon, 
dab z~r zu keiner Involution ungleich vi aus Z(T) konjugiert ist. 
Sei zuerst A, vom Typ (4) und x # (1, 2)(7, 8). Setze A = CH(e,). Wir 
betrachten [R, , t] mit t aus A. Diese Gruppe hat nur fur t aus R,p die 
Ordnung 2 und ist dann (e,). Da aber erea zu e3 konjugiert ist, teilt 29 nicht die 
Ordnung von C(e,). Mit denselben iiberlegungen erhalt man dieses Resultat 
fur alle Involutionen aus (q , e, , ez) ea . Genauso erhalt man, daB kein 
Element aus (or, e,, e, , es> p einen Zentralisator hat, dessen Ordnung 
durch 2g geteilt wird. Also ist z>i zu keiner Involution ungleich a1 aus 
<s , el , e2 , eR , CL) konjugiert. Setze M = C,(x). In M gibt es vier N,(M)- 
Klassen von Involutionen von der Gestalt tx mit t E (vu1 , e, , e2 , ea , y:x. 
Diese Klassen bestehen alle aus acht Elementen. Sei nun 27 ein Teiler von 
C(x). Dann hat vi genau neun Konjugierte unter N(M). Das bedeutet aber, 
daB such viei oder e 1 , viea oder e2 und vrere, oder e,e, jeweils neun Konjugierte 
unter N(M) haben. Dann liegen aber alle zu ea oder zu vie3 konjugierten 
Elemente in (vr , e, , e, , e3 , p). Das ist ein Widerspruch. Somit ist 64 der 
genaue 2-Anteil der Ordnung von C(x). Also ist x zu keiner Involution aus 
R,(p, ppf2) konjugiert. Mit [lo, Lemma 5.381 folgt ein Widerspruch. 
Sei =2, vom Typ (5) und x = (I, 2)(7, 8). Setze A = C,(x). Wir nehmen 
an, da13 64 die Ordnung von C(x) teilt. Sei S eine 2-Sylowgruppe von G, die 
eine 2-Sylowgruppe von C(x) und A enthalt. Das zweite Zentrum von T ist 
<a1 , v2 , e, , e2 , e3 , CL:). Weiter ist C,(Z,(T)) gleich Z2(T)(ppp2>. Da alle 
Involutionen aus (vi , e, , e2 , p\ x zu x konjugiert sind, ist der Schnitt von 
(q , x> mit Z(S) trivial. Also ist vr kein Element von C(Z,(S)). Damit ist x 
oder qx in C(Z,(S)). Also ist die Ordnung von H n Z,(S) gleich 16. Dann 
ist vi zu x konjugiert. Da x nicht in Z(S) liegt, geht das nicht. Wir haben 
gezeigt, dab 64 die Ordnung von C(x) nicht teilt. Nun folgt wieder mit [IO, 
Lemma 5.381 ein Widerspruch. 
Sei A, vom Typ (5) und x # (1, 2)(7, 8). Setze A = C,(x). Dann ist das 
Zentrum von A gleich (vl , e, , e2 , x) und A’ gleich (er). Da x zu e,x 
konjugiert ist, folgt, dal3 64 der genaue 2-Anteil der Ordnung von C(x) ist. 
Insbesondere ist eine 2-Sylowgruppe von C(x) nicht abelsch. Mit [IO, 
Lemma 5.381 ergibt sich wieder ein Widerspruch. 
Sei zuletzt A, vom Typ (1). Sei a ein Element aus Z(T) CL. Dann ist C,(a) 
gleich (vi , v2 , e, , e2 , p, pc~p~, xt) = R,(xt), wobei R, elementar abelsch 
von der Ordnung 64 ist. Das Element t bestimmt sich aus der Operation von 
x auf p. Da vr in [R,, x] liegt, ist 2’ der genaue 2-Anteil der Ordnung 
von C(a). Nun hat C,(x) als 2-Sylowgruppe die folgende Gruppe 
<vl , el , e2 , t,p, t2ppp2, xi, wobei t, und t, geeignet aus E zu wshlen sind. 
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In dieser Gruppe liegen hochstens zwei Klassen von Involutionen von der 
Gestalt sx mit s aus (q , e, , e2 , t,p , t,ppp2). Wir nehmen an, da8 27 die 
Ordnung von C(x) teilt. Da a keine 2-zentrale Involution ist, und da in Z(T) 
drei Klassen von Involutionen liegen, mu8 es zwei Klassen von Involutionen 
von der Gestalt sx geben. Das kann aber nur sein, falls es in (q , e, , 
e2 , t,p, t,ppp2) eine Involution gibt, die nicht in Z(T) liegt. Sei i eine solche 
Involution. Dann ist such vii eine solche Involution. Dabei ist i zu p oder 
ZI+ in G konjugiert. Da jede Involution von der Gestalt sx zu einem Element 
aus Z(T) konjugiert ist, ist i und vii zu keinem Element von der Gestalt sx 
konjugiert. Dann hat aber (vi, e, , e2 , t+, t,ppp2, x) eine charakteristische 
Untergruppe, die zll aber kein Element von der Gestalt sx enthalt. Dies ist 
ein Widerspruch. Also teilt 27 die Ordnung von C(x) nicht. Nun ist wieder 
klar, da13 x zu keinem Element aus R,R, konjugiert ist. Mit [lo, Lemma 5.381 
folgt nun der Widerspruch. 
LEMMA 8. Hat das Zen&urn von T die Ordnung 8 und zentralisiert x die 
Gruppe E, so teilt 21° die Ordnung von G. 
Beweis. Nach Lemma 4 ist A, vom Typ (1) oder (4). Wir nehmen an, 
daB 2i’J die Ordnung von G nicht teilt. Das Zentrum von T ist wieder 
(Iv1 , el , e2>. 
Wir zeigen zuerst, da8 vr zu keinem Element ungleich v1 aus Z(T) 
konjugiert ist. 1st A, vom Typ (l), so gibt es in T folgende elementar abelsche 
Normalteiler von der Ordnung 64: R, , R, = (vl , v2 , e, , e2 , p, ppp2) 
und R, = (vl, E, x). Da die S h ‘tt c m e dieser Gruppen miteinander 
verschiedene Ordnungen haben, sind sie nicht unter N(T) konjugiert. Da 
(vJ die Kommutatorgruppe von R,R, ist, liegt N(T) in H. Somit ist die 
Behauptung bewiesen. Sei nun A, vom Typ (4). Dann ist (vi , e,) der Schnitt 
von Z(T) mit der Kommutatorgruppe von T. Da e, in der zweiten 
Kommutatorgruppe von H liegt, ist e, nicht zu or konjugiert. Also ist such 
in diesem Fall die Behauptung bewiesen. 
Sei nun A, vom Typ (1). Da (vr) die Kommutatorgruppe von &(e,) ist, 
ist CH(e,) eine 2-Sylowgruppe von C(e,). Das gleiche Ergebnis erhalt man 
fur viea . Damit ist vi zu keiner Involution aus (vu1 , E) ungleich v, konjugiert. 
Damit ergibt sich, daR N(RJ in H liegt. Also ist R&L) eine 2Sylowgruppe 
von C(x). Mit [lo, Lemma 5.381 ergibt sich nun der Widerspruch. 
Sei nun A, vom Typ (4). Betrachtet man [R, , t] fur t in &(e,), so sieht 
man, da13 28 der genaue 2-Anteil der Ordnung von C(e,) ist. Gleiches gilt 
fur C(v,e,), C(e,e,) und C(u,e,e,). Nun erhalt man wie oben einen Wider- 
spruch. 
LEMMA 9. Hat das Zentrum von T die Ordnung 16, und zentralisiert x die 
Gruppe E nicht, so teilt 21° die Ordnung von G. 
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Beweis. Nach Voraussetzung ist A, vom Typ (5) und [A,, x] in E 
enthalten. Das Zentrum von T ist (v r , e, , e, , es). Wir kijnnen annehmen, 
da8 p von x zentralisiert wird. Dann rechnet man leicht nach, da0 p von x 
zentralisiert werden mul3, oder, daB @ = e,e,e+ gelten mu& 
Wir nehmen an, da8 2g der genaue 2-Anteil der Ordnung von G ist. 
Sei zuerst tP = ere,esp erftillt. Die Sylowgruppe T besitzt genau eine 
elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 2’. Wir bezeichnen diese 
mit R. Aus der Struktur von [R, e,] und [R, x] folgt, da8 z~r zu keiner 
Involution aus Z(T) ungleich err konjugiert ist. Hieraus folgt, da alle 
Involutionen in Z(T) x zu x konjugiert sind, dal3 32 der genaue 2-Anteil von 
der Ordnung von C(x) ist. Nun liefert [IO, Lemma 5.381 den Widerspruch. 
Zentralisiere x nun p. Nun gibt es zwei elementar abelsche Untergruppen 
von der Ordnung 2’. Bildet man den Kommutator dieser beiden Gruppen, 
so sieht man, da13 zlr zentral in N(T) liegt. Insbesondere ist q zu keiner 
Involution aus Z(T) ungleich nr konjugiert. Da (q) die Kommutatorgruppe 
von CH(p) ist, ist 28 der genaue 2-Anteil der Ordnung von C(p). Gleiches 
gilt fur alle Elemente aus (q , e, , ea , es) p. Daraus folgt, dal3 2’ der genaue 
2-Anteil der Ordnung von C(x) ist. Da R, in keiner elementar abelschen 
Untergruppe von der Ordnung 2’ liegt, ist x zu keiner Involution aus 
RI&, pp& konjugiert. Mit [IO, Lemma 5.381 folgt wieder ein Widerspruch. 
LEMMA 10. Hat das Zentrum van T die Ordnung 16, und zentralisiert x 
die Gruppe E, so teilt 21° die Ordnung von G. 
Beweis. Nach Voraussetzung ist A, vom Typ (5). Das Zentrum von T 
ist (v, , e, , es , es). Sei R die einzige elementar abelsche Untergruppe von T, 
die die Ordnung 2’ hat. Die einzigen elementar abelschen Untergruppen von 
der Ordnung 64 in T, die in keiner elementar abelschen Gruppe von der 
Ordnung 2’ liegen, sind RI und R, . Hierbei sei R, gleich (zlr , E, m>. Also 
liegt der Kommutator von R, mit R, normal in N(T). Daraus folgt, daB q 
zu keiner Involution aus Z(T) ungleich z1r konjugiert ist. 
Wir nehmen nun an, da8 21° die Ordnung von G nicht teilt. Dann ist 2’ 
der genaue 2-Anteil von der Ordnung von C(t) fur alle t aus Z(T) e4 . Daraus 
folgt, dal3 N(R,) in H enthalten ist. Dann ist R, eine 2-Sylowgruppe von 
C(x). Mit [lo, Lemma 5.381 folgt ein Widerspruch. 
Wir haben somit das folgende Lemma bewiesen. 
LEMMA 11. Die Ordnung van G wird durch 21° geteilt. 
4. DIE ORDNUNG VON N(R,) WIRD DURCH 211 GETEILT 
LEMMA 12. Es gelten die folgenden Aussagen. 
(i) E wird van x nicht zentralisiert. 
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(ii) Zentralisiert x die A,, module E, so ist A, vom Typ (4) oder (5). 
(iii) Ist H/E zu & isomorph, so ist A, nicht vom Typ (3) oder vom Typ (4) 
mit x # (1,2)(7, 8). 
Beweis. Zentralisiert x die Gruppe E, so liegt R, und (vl , E, x) in jeder 
Gruppe von der Ordnung 21°, die T enthalt, normal. Also liegt der 
Kommutator dieser beiden Gruppen normal. Dies widerspricht Lemma 11. 
Sei nun [A,, x] < E. Setze R, = (q , v2 , e, , e2 , p, pp$). Sei S eine 
Gruppe von der Ordnung 2 lo, die T enthalt. Sei a ein Element aus S, das 
nicht in T ist. 
Angenommen A, sei vom Typ (1). Dann normalisiert a R,R, und 
zentralisiert x modulo R,R, . Da R, n R, von x modulo (v,) zentralisiert 
wird, ergibt das einen Widerspruch. 
Sei nun A, vom Typ (3). Dann ist qa gleich vrer . Weiter normalisiert a 
die Gruppe R,(x). Da (vr , v s , e, , ea , ea) gleich Z,(T) ist, wird x und va 
module Z,(T) von a zentralisiert. Das ergibt aber wieder einen Widerspruch. 
Sei nun H/E zu x4 isomorph und A, vom Typ (3). Dann normalisiert a 
die Gruppen Z(T/(e,)), Z,(T) und die Zentralisatoren dieser Gruppen. Das 
ergibt nun wie oben einen Widerspruch. Genauso erhalt man einen Wider- 
spruch, wenn A, vom Typ (4) und x + (1,2)(7, 8) ist. 
LEMMA 13. Teilt 211 die Ordnung von G, so teilt 211 die Ordnung von N(R,). 
Beweis. Wir bezeichnen mit Tr eine Gruppe von der Ordnung 21°, die T 
enthalt. Weiter sei T, eine Gruppe von der Ordnung 211, die Tl enthalt. 
Weiter wollen wir annehmen, da8 211 die Ordnung von N(R,) nicht teilt. 
Sei zuerst A, vom Typ (5). Dann konnen wir annehmen, daR Tl in N(R,) 
liegt. Dann sieht man leicht, da8 alle elementar abelschen Untergruppen von 
Tl , die eine Ordnung griirjer oder gleich 64 haben, in T liegen. Also mul3 
such Tz in N(R,) liegen. 
Sei nun A, vom Typ (1) oder (2). Dann gibt es in Tr genau zwei elementar 
abelsche Untergruppen von der Ordnung 64. Diese sind Rl und 
R2 = (v2 , v1 , el , e2 , CL, ppp2). Dann hat N(R,R,) die Ordnung 2r1 . 3 
oder 2r1 32. Beachtet man, da8 211 die Ordnung von N(R,) nicht teilt und 
daB R, zu R, konjugiert ist, so erhalt man, daR die Ordnung von N(R,) 
gleich 21° . 3 bzw. 21° . 32 ist. Das kann aber nur dann sein, wenn A, vom 
Typ (2) ist. Weiter habe wir gezeigt, da8 N(R,) in N(R,R,) enthalten ist und 
dal3 211 der genaue 2-Anteil von der Ordnung von G ist. 
In Tl mul3 es ein Element a geben, das nicht in T liegt und x zentralisiert. 
Wir kijnnen annehmen, dap xb gleich ax ist; hierbei ist b aus T, geeignet zu 
wahlen. Dann liegt die Gruppe A = (v r , e, , ea , p, x, a) in C(x). Sei nun S 
eine 2-Sylowgruppe von G, die eine 2-Sylowgruppe von C(x) enthalt, die 
ihrerseits A enthalt. Da die Ordnung des Zentralisators eines jeden Elementes 
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aus Tib in T, grijl3er als 32 ist, ist x nicht zu e, konjugiert. Weiter ist (ei} 
das Zentrum von S. Wir berechnen nun Z,(S). Wir nehmen zuerst an, dal3 
x Z,(S) nicht zentralisiere. Dann ist 64 der genaue 2-Anteil der Ordnung von 
C(x). Wegen [lo, Lemma 5.381 mul3 es eine 2-Sylowgruppe von G geben, 
die A enthalt, so dab x das zweite Zentrum zentralisiert. Also kijnnen wir 
annehmen, dal3 x von Z,(S) zentralisiert wird. Da (e, , e,) in O,(N(R,R,)) 
liegt, ist vi nicht in C(Z,(S)). Also ist vi zu x in G konjugiert. Dann ist aber 
vi zu x in N(C,(x)) konjugiert. Sei M die Untergruppe von C,(x), die von 
Involutionen erzeugt wird, die in G nicht zu q konjugiert sind. Dann ist x 
nicht in M. Wegen der Struktur von N(R,) ist aber viea und e3 und damit such 
vi in M. Weiter liegt M normal in N(C,(x)). Dies ist ein Widerspruch. 
Sei nun zuletzt A, vom Typ (4). Dann gibt es in T die folgenden elementar 
abelschen Untergruppen von der Ordnung 64: R, , R, , die p-Konjugierten 
van (vl , v2, el , e2 , e3, CL) und <vl , v2 , el , e2 , e,v, e3e4pw2>. Da 4 n R2 
von p zentralisiert wird, kann R, nur zu R, konjugiert sein. Somit liegen alle 
elementar abelschen Untergruppen von der Ordnung 64 in T. Sei 211 . 32 die 
Ordnung von N(R,R,). Dann liegt N(R,) n N(R,R,) normal in N(R,R,). 
Dann liegt eine 3-Sylowgruppe von N(R,R,)/R,R, normal in N(R,R,)/R,R, . 
Dies geht aber nicht. Also ist 2i1 . 3 die Ordnung von N(R,R,). Weiter ist 
211 der genaue 2-Anteil der Ordnung von G. In C(e,) ist o2 zu keiner 
Involution aus T, konjugiert, die nicht in T liegt. Also ist v2 such in G zu 
keiner Involution aus (vi , E, p, ppp2, a, b, x> konjugiert, wobei (T, a, bj = T, 
ist. Nun liefert [IO, Lemma 5.381 einen Widerspruch. 
LEMMA 14. 211 teilt die Ordnung van N(R,). 
Beweis. Wegen Lemma 13 kijnnen wir annehmen, da8 211 die Ordnung 
von G nicht teilt. Sei Tl eine 2-Sylowgruppe von G, die T enthalt. Wir 
bezeichnen mit a ein Element, das in Tl , aber nicht in T liegt. 
Sei zuerst A, vom Typ (5). Dann liegt A =: (vi , e, , e2 , e,) normal in Tl . 
Geht man nun die Moglichkeiten fur die Ordnung von N(A) durch, so sieht 
man, da8 A, vom Typ (5) nicht miiglich ist. 
Sei nun A, vom Typ (1) oder (2). D ann ist vi zu viei konjugiert. Da 211 
die Ordnung von G nicht teilt, mul3 A, vom Typ (2) sein. Damit ist die 
Ordnung von N(R,) gleich 2g 3, 2g 32, 21° 3, oder 21° . 32. 
Wie in Lemma 13 sieht man, da8 x nicht zu e, konjugiert sein kann. Sei S 
eine 2-Sylowgruppe von G, die eine 2-Sylowgruppe von C(x) enthalt, die 
ihrerseits Crl(x) enthalt. Wir berechnen Z,(S). Man sieht sofort, da8 21° 
ein Teiler der Ordnung von N(R,) sein mu& Es ist Z,(T,) = (zll , e, , es). 
Klar ist wieder, dal3 vi nicht von Z,(S) zentralisiert werden kann. Wie in 
Lemma 13 sieht man, dab vi nicht zu x konjugiert ist. Sei g aus G mit 
SQ = Tl . Dann ist viQ = ax mit a in Tl nicht in T. Also liegt e2 in S. Dann 
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ist entweder ea oder cuiea nicht in C(Z,(S)). Da Z,(S) in (zli , e, , e3 , CL, b) 
o&r (vl I el , e3 , P, bx) mit b geeignet aus Ti liegt, falls Crl(x) keine 2-Sylow- 
gruppe von C(x) ist, ergibt sich ein Widerspruch. Also ist Crl(x) eine 2-Sylow- 
gruppe von C(X). Gibt es in 7’i Involutionen, die nicht in T liegen, so folgt 
ein Widerspruch mit [IO, Lemma 5.381. Ansonsten erhalt man den 
Widerspruch mit [I, Theorem 81. 
Sei zuletzt A, vom Typ (4). In T1 sind R, , R, und die p-Konjugierten 
von R, --:: (vl , v2 , e, , e, , e, , CL) samtliche elementar abelschen Unter- 
gruppen von der Ordnung 64. Wir konnen nun a so wahlen, daf3 vUln = vie, 
und v.,” -I: vsea gilt. Sei t gleich eaea , v,e,e, , ea oder vie, . Aus der Struktur 
von [R, , S] mit einer 2-Sylowgruppe S von C(t), die R3 enthglt, folgt, da13 
vi nicht zu t konjugiert ist. Weiter muB (e, , e,) in N(R,R,) normal sein. 
Dann ist vi nicht zu v2 konjugiert. Eine 2-Sylowgruppe von C(va) ist R,R, . 
Da ta mit t aus R,R,(x) zu e,ta und e,ta oder v,e,ta konjugiert ist, kann v2 
zu keinem Element von der Gestalt ta konjugiert sein. Da die Ordnung 
von N(R,) gleich 2g 3 oder 21° . 3 ist, ist (a, , E, CL, ppp2, x, a> eine Gruppe, 
die va nicht enthalt. Weiter ist vup zu keiner Involution aus dieser Gruppe 
konjugiert. Mit [lo, Lemma 5.381 folgt wieder ein Widerspruch. 
5. DIE ORDNUNG VON N(R,) WIRD DURCH 212 GETEILT 
1st R, = (vi , v2 , e, , e2 , CL, ppp2) elementar abelsch, so konnen wir 
annehmen, da8 / N(R,)I > 1 N(R,)j ist, da H symmetrisch in R, und R, ist. 
Weiter kiinnen wir jetzt annehmen, daf3 2ri die Ordnung von N(R,) teilt. 
DEFINITION 1. 1st A, vom Typ (l), (2), oder (41, so setzen wir 
A =-= (R,R, , li , I,), wobei ~41 = viei und vi2 = vie2 ist. Man iiberzeugt 
sich leicht davon, da8 eine solche Gruppe existiert. 
LEMMA 15. Ist 212 ein Teiler der Ordnung van G, so gilt 
(i) Ist A., vom Typ (1) oder (2), so ist A speziell mit Z(A) ist (e, , e2>. 
(ii) Ist 212 kein Teiler von der Ordnung von N(R,), so ist A speziell mit 
Z(A) ist (e, , e,). 
Beweis. Klar ist, da8 (e, , e,) das Zentrum von A ist. Ware (ei , e,) echt 
in der Frattinigruppe enthalten, so ware 212 ein Teiler der Ordnung von 
N(R,R,). Also ist A,, nicht vom Typ (1) oder (2). Dann gibt es in A noch die 
elementar abelsche Gruppe R, = (vi , z1a , e, , e2 , e3 , CL). Betrachtet man 
die Durchschnitte von R, mit R, und R, , so sieht man, dal3 212 die Ordnung 
von N(R,) teilen mu& Das ist ein Widerspruch zu der Voraussetzung. 
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LEMMA 16. Sei A speziell. Ist et, xu einem Element t aus A in G konjugiert, 
so ist vl xu t in N(A) konjugiert. 
Beweis. 1st t N vi , so ist t N vr in N((e, , ea}). Da A gleich 
QN(v r , e, , e,>) ist, ist vi zu t in N(A) konjugiert. 
LEMMA 17. Ist A, vom Typ (1) oder (2), so ist die Ordnung van N(R,) 
gleich 211 . 3, 211 . 32, 212 . 32, 213 . 3 oder 213 32. 
Beweis. Folgt sofort aus der moglichen Fusion in R, und der Tatsache, 
daR C,Jp) in (vr , va , e, , e,) enthalten ist. 
LEMMA 18. Ist R, zu R, in G konjugiert, so gilt 
(i) Ist A, vom Typ (1) oder (2), so ist 211 . 32 die Ordnung con N(R,). 
(ii) Ist 212 kein Teiler van der Ordnung von N(R,), so ist siegleich 211 . 32. 
Beweis. Da R, in H nicht zu R, konjugiert ist, mul3 es in R, eine Klasse 
von Involutionen geben, die unter N(R,) die gleiche Lange hat, wie die Klasse 
der unter N(R,) zu vi konjugierten Involutionen. Diese Klasse darf vi nicht 
enthalten. Nun gehe man die miiglichen Ordnungen fur N(R,) durch. 
LEMMA 19. Sei 212 kein Teiler von der Ordnung von N(R,) und -g, vom 
Typ (4), so ist 211 der genaue 2-Anteil von der Ordnung von G. 
Beweis. Wir nehmen an, da8 212 die Ordnung von G teilt. hlan sieht, 
indem man die mogliche Fusion in R1 betrachtet, daB N(R,) die Ordnung 
211 ’ 3 haben mu& Wegen der Ordnung von CR1+) folgt, dal3 die Anzahl 
der zu vi unter N(A) konjugierten Involutionen kongruent 4 oder 8 modulo 3 
sein mu& Insbesondere teilt 32 die Ordnung von N(A) nicht. SVegen der 
Struktur von N(R,) ist 2s der genaue 2-Anteil der Ordnung von C(v2). 
Weiter sieht man, da8 2$ der genaue 2-Anteil der Ordnung von C(a,e,e,) ist. 
Zahlt man nun die Involutionen in A ab und beachtet, dal3 v1e2e33 zu keiner 
Involution aus R,R, , die nicht in R, liegt, konjugiert ist, so sieht man, dab 213 
die Ordnung von N(A) nicht teilt. Also ist 2i2 der genaue 2-Anteil der 
Ordnung von G. Wir betrachten im folgenden nun die Gruppe <il, a, xj, 
wobei a ein geeignetes 2-Element aus N(A) ist. Diese Gruppe ist eine 
2-Sylowgruppe von G. 
Wir zeigen, dafl (el , e2> stark abgeschlossen in obiger 2-Sylowgruppe 
von G beziiglich G ist. Mit [4] folgt d ann ein Widerspruch zur Einfachheit 
von G. Da A nach Lemma 12 speziell ist, ist e, zu keinem Element aus A, 
das nicht in Z(A) liegt, konjugiert. Da kein Element auBerhalb von A in 
der 2-Sylowgruppe ein Quadrat ist, liegen alle unter G zu e, konjugierten 
Elemente aus der 2-Sylowgruppe in Z(A). Wegen [2] ist e, zu e2 konjugiert. 
Also ist (ei , ep) stark abgeschlossen. 
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LEMMA 20. Ist A, vom. Typ (4), so teilt 212 die Ordnung van N(R,). 
Beweis. Wir nehmen an, dal3 212 die Ordnung von N(R,) nicht teilt. 
Nach Lemma 19 ist dann 211 der genaue 2-Anteil der Ordnung von G. Also 
ist S -2 .4(x) eine 2-Sylowgruppe von G. 1st A speziell, so erhalten wir wie 
in Lemma 19 einen Widerspruch. Also ist A nicht speziell. Wir nehmen an, 
daB e, zu einer Involution aus (R,R,) li konjugiert ware. Dann liegt e2 in 
C(Z,). Da tZa mit t aus (RIRz, , ZJ zu e,tZ, konjugiert ist, und da e, ein Quadrat 
in C(tZ,) ist, ist e, nicht zu t12 konjugiert. Also kijnnen wir annehmen, dal3 
e, zu Zli mit I aus R,R, unter C(e,) konjugiert ist. Dann ist aber e, ein Quadrat 
im Zentralisator des zweiten Zentrums einer geeigneten 2-Sylowgruppe 
von C(ZZ,). Da ZZi kein Quadrat in A ist, erhalten wir einen Widerspruch. 
Also liegen all Involutionen aus S, die in G zu e, konjugiert sind, in Z(A). 
Nun folgt der Widerspruch wie in Lemma 19. 
LEMMA 2 1. Ist A, vom Typ (1) oder (2), so ist R, nicht zu R, konjugiert. 
Bezueis. Wir nehmen an, R, sei zu R, in G konjugiert. Nach Lemma 18 
hat N(R,) die Ordnung 211 . 32. Also ist R, N R, in N(N(R,R,)). Sei g aus 
G mit R1” = R, . Dann ist g in N(A). Da g nicht in N(R,R,) liegt, ist A 
speziell. Weiter kiinnen wir annehmen, daR g in N(C,(x)) liegt, und da8 
Vl 9 = p gilt. Dann folgt (viea)11 = v,~, es9 = vi und pg = Zi . Somit ist g4 
in H. Also ist S = (A, g, X) eine Gruppe von der Ordnung 2i3. Indem man 
ausnutzt, da13 die Ordnung von N(A)/A die Ordnung von GL(8,2) teilt, 
erhalt man, dal3 213 . 3a die Ordnung von N(A) ist. Insbesondere ist S eine 
2-Sylowgruppe von G. Klar is wieder, daB ei zu keinem Element aus A, 
das nicht in Z(A) liegt, konjugiert ist. Wir nehmen nun an, da13 e, zu einem 
Element aus Ag2 konjugiert sei. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, daR g2 eine 
Involution ist. Dann sind, wegen der Operation vong auf A, alle Involutionen 
aus Ag2 zu g2 konjugiert. Wir zeigen, daB unter dieser Annahme G eine 
Untergruppe vom Index 2 hat. Sei S, eine 2-Sylowgruppe von G, die eine 
2-Sylowgruppe von C(X) enthalt, die ihererseits C,(X) enthalt. Dann ist 
Z(S,) = (ei}. Da C,(X) ein Element aus Ag enthilt, ist Z,(S,) = (e, , ea). 
Also ist 2s der genaue 2-Anteil der Ordnung von C(x). Da das Zentrum einer 
2-Sylowgruppe von C(X) zyklisch ist, ist x zu keiner Involution aus A 
konjugiert. Da e, zu g2 konjugiert ist, ist x zu keiner Involution aus (A, g) 
konjugiert. Mit [lo, Lemma 5.381 folgt nun, dal3 G eine Untergruppe vom 
Index 2 hat. Dies widerspricht der Einfachheit von G. 
1st e, nicht zu g2 konjugiert, so ist e, nach [2, Korollar 1, S. 4041 zu e2 
konjugiert. Dann ist aber (er , e,) stark abgeschlossen in S beziiglich G. Nun 
liefert [4] den Widerspruch. 
LEMMA 22. Ist 211 der genaue 2-Anteil der Ordnung von N(R,) und A, 
vom Typ (1) oder (2), so ist 211 der genaue 2-Anteil der Ordnung von G. 
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Beweis. Da G einfach ist, hat G keine Untergruppe vom Index 2. Weiter 
hat G keine 2-Sylowgruppe, die eine beziiglich G stark abgeschlossene Unter- 
gruppe enthalt. Wir werden zeigen, dal3 unter diesen Bedingungen 211 der 
genaue 2-Anteil der Ordnung von G ist. 
Wir nehmen an, da8 2i2 die Ordnung von G teilt. Nach Lemma 1.5 ist A 
speziell. 1st 212 der genaue 2-Anteil der Ordnung von G, so erhalten wir einen 
Widerspruch wie in Lemma 19. Also kijnnen wir annehmen, daD 213 die 
Ordnung von G teilt. 1st 2li . 3 die Ordnung von N(Z?,), so sieht man leicht, 
dal3 213 der genaue 2-Anteil der Ordnung von G ist. Wir werden jetzt zeigen, 
dal3 dies such fur 1 N(&)j = 211 . 32 gilt. Sei also 214 ein Teiler der Ordnung 
von G. Dann ist 214 . 32 die Ordnung von N(A). Wir nehmen an, x 
zentralisiere eine Gruppe von der Ordnung 4 in N(A)/A. Weiter sei x nicht 
aus dieser Gruppe. Betrachtet man nun die mijgliche Operation einer 
solchen Gruppe auf C,(X), so erhalt man einen Widerspruch. Also ist 
(Y4/4/0,(W)/4 zu GL(2,3) isomorph. Also ist 2i4 der genaue 2-Anteil 
der Ordnung von G. Wegen der Struktur von N(R,) liegen alle zu e, 
konjugierten Involutionen, die in R,R, liegen, in (ei , e2). Klar ist, da13 x 
nicht zu q oder e, konjugiert ist. Also enthalt C&,)(x) eine 2Sylowgruppe 
von C(X). Dann ist aber x zu keiner Involution aus C,&(e, , e2)) konjugiert. 
[lo, Lemma 5.381 liefert nun einen Widerspruch. 
Wir haben gezeigt, dal3 213 der genaue 2-Anteil der Ordnung von G ist. 
Mit demselben Argument wie oben folgt, da0 eine 2-Sylowgruppe von 
N(A)/A isomorph zu D, ist. Sei nun S eine 2-Sylowgruppe von N(A). Nach 
[IO Lemma 5.381 ist x zu einer Involution aus C,(Z,(S)) in G konjugiert. 
Klar ist wieder, dal3 x nicht zu q oder e, konjugiert ist. Sei S, eine 2-Sylow- 
gruppe von G, die eine 2-Sylowgruppe von C(X) enthalt, die ihererseits 
C,(x) enthalt. Bestimmt man nun Z,(S,), so sieht man, daR C,(X) eine 
2-Sylowgruppe von C(x) ist. Dann liegen aber alle elementar abelschen 
Untergruppen von der Ordnung 64 in A. Somit ist e, zu keinem Element 
aus A konjugiert, das nicht in Z,(S) liegt. Also gibt es in S ein Element a, 
das zu e, konjugiert ist, das aber nicht in A liegt. Sei S, eine 2-Sylowgruppe 
von C(a), die C,(a) enthalt. Da x zu keinem Element aus A konjugiert ist, 
ist Z,(S,) gleich (a, e2). Da e2 ein Quadrat in C(Z,(S,)) ist, folgt, dal3 such 
e, ein Quadrat in C(Z,(S,)) ist. Also ist e, nicht zu a konjugiert, da a kein 
Quadrat in C(Z,(S)) ist. Das ist aber ein Widerspruch. Somit haben wir 
gezeigt, daR 212 die Ordnung von G nicht teilt. 
LEMMA 23. Ist A, vom Typ (1) oder (2), so teilt 212 die Ordnung van N(R,). 
Beweis. Sei 212 kein Teiler der Ordnung von N(R,). Nach Lemma 22 
ist 211 der genaue 2-Anteil der Ordnung von G. Also ist A(x) eine 2-Sylow- 
gruppe von G. Da e, zu keiner Involution aus R,R, , die nicht in (el , e,) 
UBER zu M2, UND L,(2) ~~HNLICHE GRUPPEN 341 
liegt, konjugiert ist, ist 26 der genaue 2-Anteil der Ordnung von C(x). Also 
ist x zu keiner Involution aus A konjugiert. Mit [lo, Lemma 5.381 folgt nun 
ein Widerspruch zur Einfachheit von G. 
LEMMA 24. Die Ordnung van N(R,) wird durch 212 geteilt. 
Beweis. Wegen Lemmas 20 und 23 ist die Behauptung nur noch zu 
beweisen, falls A, vom Typ (5) ist. 
Sei 2lr der genaue 2-Anteil der Ordnung von N(Rl). Man sieht leicht, 
daR or zu vre, konjugiert ist. Weiter ist vr nicht zu e, , e2 , ere, , c1e2 , v,e,e, 
konjugiert. 1st v, zu v2 konjugiert, so geschieht diese Konjugation schon in 
C(e,). Also ist dann vr such zu v2el konjugiert. Setze 
N = N(<u, , v2, el , e2 , e3)). 
Dann ist 2r1 der genaue 2-Anteil der Ordnung von N. Weiter kiinnen nur 
Primzahlen die Ordnung von N teilen, die die Ordnung von GL(5, 2) teilen. 
Damit ist / N 1 = 211 3, 211 32 oder 211 . 3 . 5. 
1st 1 N 1 = 211 . 3 . 5, so erzeugen die in N nicht zu vl konjugierten 
Involutionen eine Untergruppe, die v1 enthalt. Da v2 nicht in dieser Unter- 
gruppe liegt, ergibt sich ein Widerspruch. 
Sei nun 1 N / = 211 32. Dann teilt 21° die Ordnung von C,(e,) oder 
C,(v,e,). Wir nehmen an, da0 21° die Ordnung von C,(e,) teilt. Dann gibt 
es in N zwei, drei oder sechs zu e2 konjugierte Elemente. Damit hat dann 
v1e2 zwei, vier, drei, sechs oder zwiilf Konjugierte. Geht man nun diese 
Miiglichkeiten durch und beachtet hierbei, da8 jede in N normale Unter- 
gruppe, die vl enthalt, alle zu v1 konjugierten Elemente enthalt, so sieht man, 
daf3 / N 1 = 2” . 32 nicht miiglich ist. 
Sei / N I = 211 . 3. Dann ist e2 zu ore2 konjugiert. Also liegt (vr , e,) 
normal in N. Da v1 zu v,e, in N konjugiert ist, ergibt dies einen Widerspruch. 
6. DIE ORDNUNG VON N(R,) WIRD DURCH 2r3 GETEILT 
LEMMA 25. A, ist vom Typ (1) oder (2). 
Beweis. Sei zuerst A, vom Typ (4). Nach Lemma 24 ist 212 ein Teiler 
der Ordnung von N(R,) Setze R, = (vr , w2, el, e2, e3, CL>. Dann ist 212 
ein Teiler der Ordnung von N(R,R,). S ei zuerst vl nicht zu v2 konjugiert. 
Dann hat v, acht oder sechzehn Konjugierte unter N(RlR3). Weiter hat 
v2 16 Konjugierte unter N(R,R,). Das geht aber nur, falls 213 die Ordnung 
von N(R,) teilt. Da R, in N(R,) normal ist, geht das nicht. Also ist or zu v2 
konjugiert. Dann hat vl 16 Konjugierte unter N(R,R,). Dann ist die Ordnung 
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von N(R,R,) gleich 213. Da 213 die Ordnung von N(R,) nicht teilt, ist R, 
zu R, unter N(RlR3) konjugiert. Dann ware aber R, zu R, in H konjugiert, 
was der Struktur von H widerspricht. 
Sei jetzt A, vom Typ (5). Wir betrachten wieder N((v, , ~1~ , e, , e2 , e3)). 
Dann teilt 212 die Ordnung dieser Gruppe. Klar ist, da0 or zu vre, konjugiert 
ist. 1st vr zu vae mit e aus (e i , e2 , es) konjugiert, so ist vr such zu v,ee, 
konjugiert. Also hat q vier, zwolf oder zwanzig Konjugierte unter 
N((e, , e2 , e3 , vl , ZIP)). Das ist ein Widerspruch. 
LEMMA 26. Ist 213 kein Teiler der Ordnung volt N(Rl), so ist 213 kein 
Teiler der Ordnung von G. 
Beweis. Wir nehmen an, 213 teile die Ordnung von G. Dann ist v1 zu v2 
und e3 konjugiert. Sei 5’ = (A, 1,) x) eine 2Sylowgruppe von N(R,) mit 
ZJ~ = e3 . Dann ist p z3 = eZ, mit e aus E geeignet. Damit ist die Ordnung 
von N(A) gleich 213 . 32 213 33, oder 2i4 . 32 
Sei zuerst 1 N(A)/ 2 2 l4 32. Man sieht’ sofort, da0 O,(N(A)/A) die 
Ordnung drei und O,(N(A)/A) die Ordnung vier hat. Dann gibt es in 
O,(N(A)) ein Element a, das nicht in A liegt und von x zentralisiert wird. 
Man kann nun die Operation von a auf C,(x) bestimmen. Sei zuerst via = Zr . 
Dann ist e3a = ZL. Dann ist der Normalisator einer 3-Sylowgruppe von 
N(A)/A nicht in N(R,) enthalten. Dies ist ein Widerspruch. Sei nun 
v1a = vle3t4 . Sei weiter e3a = e,Z, . Dann ist qe3 zu v,~ konjugiert. Sei 
nun zunachst pQ = $r . Dann wird Zr von a zentralisiert. Also ist v1e3 nicht 
zu Zr konjugiert. Dann ist also v+ zu e,Zr konjugiert. Da qp nicht zu vr 
konjugiert ist, geht das nicht. Genauso sieht man, daB CL” = Zr , @ = TV 
oder pa = P+L nicht sein kann. Also ist e3a = pZ1 . Daraus folgt pa = e,Z, . 
Das ergibt Zr” = Zr und (r+)” = (ztrp). Wir wissen jetzt, da8 z+ 72 
Konjugierte unter N(A) hat. Insbesondere ist ZQ.L nicht zu v1e3 konjugiert. 
Weiter ist v,Z.L nicht zu p konjugiert. Damit hat TV 24 oder 48 Konjugierte 
unter N(A). Da O,(N(A)/A) von x nicht modulo A zentralisiert wird, hat p 
48 Konjugierte unter N(A). Dann bleiben noch 12 Elemente aus A iibrig, 
die weder zu e,, vi, CL, v+ noch zu vie3 konjugiert sind. Diese erzeugen 
modulo (el , e,) eine Untergruppe von der Ordnung vier. Also mu&e x 
eines dieser Elemente zentralisieren. Wegen der Struktur von C,(x) ist das 
nicht moglich. Mit denselben Methoden sieht man, dal3 vra = e3Z1 oder 
$r nicht mijglich ist. Wir haben somit gezeigt, daO 2i4 die Ordnung von 
N(A) nicht teilt. 
Sei die Ordnung von N(A) gleich 2 1s . 32. Dann ist vr nicht zu p konjugiert. 
Weiter liegt eine 3-Sylowgruppe von N(A)/A normal in N(A)/A. Da x nicht 
im Zentrum einer 2-Sylowgruppe von N(A)/A liegen kann, aber invertierend 
auf der 3-Sylowgruppe operiert, gibt es ein Element a in N(A), das nicht in 
UBER zu Mz4 UND L,(2) XHNLICHE GRUPPEN 349 
A liegt und p zentralisiert. Dann hat qes genau 72 Konjugierte unter N(A). 
Also ist qes nicht zu w,~, p, Zr oder e&r konjugiert. Da a auf C(x) n A operiert, 
kann such (wrea)o = ~2~ oder are& nicht sein. Also ist 213 . 33 die Ordnung 
von N(A). 
Hat N(R,) die Ordnung 211 . 32, so folgt der Widerspruch wie oben, da 
dann wi nicht zu p konjugiert ist. Also ist ( N(RJ = 212 . 32. Dann hat 
wre, 36 Konjugierte unter N(A). Das gleiche gilt fur wrp. Weiter ist wre3 
nicht zu wi konjugiert. Nun bleiben wieder 12 Involutionen in A iibrig, die 
zu keinem Element aus R,R, konjugiert sind. Eine davon muI wieder von x 
zentralisiert werden. Dafiir kommt nur wie,& in Frage. Klar ist, daD p 
nicht von wre,~Z, zentralisiert wird. Also existiert ein Element d aus N(A) 
mit (wre3pZJd = wre,pZ, , wld = w2 und egd ist in E enthalten. Weiter liegt 
EL d in (er , e2 , CL, pc~p~). Weiter kann man d aus C((e, , e2)) wahlen. Daraus 
folgt (e3p(e3p)d)2 = ee, mit e aus (er). Das ist aber ein Widerspruch. Wir 
haben somit gezeigt, da8 213 die Ordnung von G nicht teilt. 
LEMMA 27. Die Ordnung won N(R,) wird durch 213 geteilt. 
Beweis. Nach Lemma 26 ist (A, x, Z3) eine 2-Sylowgruppe von G. Klar 
ist, da13 p kein Element von der Ordnung fiinf modulo A zentralisieren kann. 
Dann ist 1 N(A)1 = 2r2 * 32, 212 . 33, 212 * 34 oder 2i2 . 32 . 7. In den beiden 
letzten Fallen sieht man, indem man die zu wre3 konjugierten Elemente aus A 
betrachtet, dal3 (RI , Zr , I,) normal in N(A) liegt. Das ist ein Widerspruch. 
Wir haben somit gezeigt, da13 N(R,) die Ordnung 211 * 32 hat, und daO w, 
nicht zu p konjugiert ist. 
Nach [lo, Lemma 5.381 ist x zu einem Element aus (A, Z3) konjugiert. 
Klar ist, da13 x weder zu wr noch zu e, konjugiert ist. Sei S eine 2-Sylowgruppe 
von G, die eine 2-Sylowgruppe von C(x) enthalt, die ihrerseits Crl(x) enthalt, 
wobei Tl = (A, x, Za) ist. Dann ist (er) das Zentrum von S. Wir bestimmen 
Z,(S). Wir nehmen an, daI3 C,(x) keine 2-Sylowgruppe von C(x) ist. Sei 
zuerst wr und x in C(Z,(S)) enthalten. Dann ist Z,(S) = (er , wre,). Also is 
wre, zu e2 konjugiert. Sei g E G mit Sg = Tl . Dann ist (qe,)g = e2 und 
wrg = tZ3 mit t E A geeignet. Ware RI in S enthalten, so ware w2g oder (wrw,JQ 
in A enthalten, was nicht geht. Also liegen alle elementar abelschen Unter- 
gruppen von der Ordnung 64 in A. Dann kann aber e2 nicht zu wrea konjugiert 
sein. Sei nun x E C(Z,(S)). Weiter sei wr $ C(Z,(S)). Dann ist Z,(S) gleich 
(er , &) oder (e, , w1e3pZ1). Dann ist v rg = tZ3x mit t E A geeignet. Weiter ist 
2’ die Ordnung von Cyl(tZg). Also ist xg = sZ, mit s E A geeignet. Indem 
man nun die Mijglichkeiten fur (w+)g und (w,px)g bzw. (p)g und (p)g durch- 
geht, erhalt man einen Widerspruch zu der Tatsache, da13 weder w,~ noch 
p zu or konjugiert ist. 
Wir haben gezeigt, dal3 x nicht in C(Z,(S)) liegt. Alsoist Crl(x) eine 
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2Sylowgruppe von C(X). Dann sind alle Involutionen aus AZ, konjugiert. 
Weiter miissen dann alle elementar abelschen Untergruppen von der 
Ordnung 64 von TI in A liegen. Also ist (e i , ea) stark abgeschlossen in TI 
beziiglich G. Anwendung von [4] liefert einen Widerspruch zur Einfachheit 
von G. 
7. ANNAHME 1 IST NICHT ERF~~LLT 
Wir haben bis jetzt gezeigt, da8 die Ordnung von N(Rr) gleich 213 . 3 oder 
213 * 32 ist. Weiter wissen wir, dal3 vr zu qe, und v, zu v2e3 konjugiert ist. 
Im folgenden wollen wir mit TI eine 2-Sylowgruppe von N(R,) bezeichnen, 
die die folgende Gestalt hat: TI = (A, 13, l4 , x) mit v$ = v1e3 und 
213 = vle4 . Wir werden im folgenden an vielen Stellen Schhisse machen, 
die analog zu denen in [9; Section 41 sind. Wir werden dann auf die 
entsprechende Stelle verweisen und uns den Beweis sparen. 
LEMMA 28. Teilt 214 die Ordnung von G, so ist die Ordnung van N(A) 
gleich 214 . 32, 215 . 32, 215 . 3, oder 214 ’ 3. 
Bezwis. Klar ist, da13 214 die Ordnung von N(A) teilt. Benutzt man nun, 
dal3 E normal in N(A) liegen kann und da8 p kein Element von der Ordnung 
ftinf modulo A zentralisieren kann, so erhah man obige Ordnungen. 
LEMMA 29. Teilt 214 die Ordnung von G, so ist die Ordnung von N(A) 
g&h 215 . 3 oder 215 - 32. 
Beweis. Wir nehmen an, da8 die Ordnung von N(A) ungleich 215 . 3 
oder 215 . 32 ist. Mit Lemma 28 folgt dann, da8 214 der genaue 2-Anteil der 
Ordnung von G ist. Sei T2 eine 2-Sylowgruppe von N(A). Da N(&) in N(A) 
den Index zwei hat, kiinnen wir annehmen, dal3 T,/A die Gestalt 
(13, l*)(x) x (a) hat. Sei S eine 2Sylowgruppe von G, die eine 2-Sylow- 
gruppe von C(x) enthalt, die ihrerseits C.&X) enthalt. Klar ist wieder, dal3 
x nicht zu e, konjugiert ist. Also ist Z(S) gleich (ei). Wir nehmen an, dal3 
v, und x das zweite Zentrum von S zentralisieren. Dann ist e3 zu e2 konjugiert. 
Nun enthiilt C(e,) die Gruppe L = (R, , lI , 1, , l3 , 14). Mit den gleichen 
Uberlegungen wie in [9; Section 41 sieht man, dal3 N(L) = N(A) oder 
( N(L)1 = 3 1 N(A)/ ist. Also ist 2 la der genaue 2-Anteil der Ordnung von 
C(e,). Insbesondere ist e, nicht zu e, konjugiert. Sei nun et, $ C(Z2(S)) aber 
x E C(Z,(S)). Dan muB l3 eine Involution aus (a, , e, , e3 , cl) lI zentralisieren. 
Wegen 02 = v,e, kann das nur lI oder e311 sein. Insbesondere ist dann v1 
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weder zu Zr noch zu esl, konjugiert. Da E und damit such Ri(Zi , 1,) normal 
in N(A) liegt, kann das nicht sein. 
Wir haben somit gezeigt, da8 x nicht in C(Z,(S)) liegt. Das bedeutet, 
daB CT,(x) eine 2-Sylowgruppe von C(x) ist. Da Z(C,(x)) die Ordnung 
zwei hat, ist x zu keiner Involution aus A konjugiert. Sei nun zuerst x zu 
einer Involution von der Gestalt tZ3 mit t E A konjugiert. Dann hat C,z(tZ,) 
die Ordnung 27. Nun zentralisiert tZ3 in A/Z,(T,) einen vier-dimensionalen 
Unterraum. Also muI 28 die Ordnung von C,z(tZJ teilen. Dies zeigt, da0 x 
nicht zu tZs konjugiert ist. 
Genauso sieht man, daB x zu keiner Involution von der Gestalt tu mit 
t E (A, Z3) konjugiert ist. 
Hat N(A) die Ordnung 214 . 3, so konnen wir annehmen, dal3 p von a 
modulo A zentralisiert wird. Sei nun 1 N(A)1 = 214 * 32. Dann ist 
O,,,(N(A)/A) ungleich N(A)/A. Al so operiert ein Element von der Ordnung 
drei auf (Zs , Z4 , a) A/A. Dieses Element operiert treu auf (I, , Z4) A/A. Wir 
haben somit in beiden Fallen gezeigt, dal3 alle Involutionen aus (A, Z3, Z1, a) 
unter N(A) in (A, Z3, a) konjugiert sind. Nach dem oben Bemerkten ist 
dann x zu keiner Involution aus (A, Z3 , Z4 , a) konjugiert. Nun liefert [IO, 
Lemma 5.381 einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 
LEMMA 30. TeiZt 214 die Ordnung von G, so gelten die folgenden Aussugen: 
(i) (A, Zs , Z4 , a, b, x> mit via = v+ und vlb = vlppp2 ist eine 2-SyZow- 
gruppe von G. 
(ii) EL, = (E, Z1 , I, , Z3 , Z4> is e ementur ubelsck. Die Involution v, t 1 
ist in G xu x konjugiert. 
(iii) Unter der Operation von N(EL,) ist vl zu v2 und x konjugiert. 
Weiter ist unto N(EL,) die Involution TV xu einer Involution am EL,a konjugiert. 
Beweis. Nach Lemma 29 muR N(A) die Ordnung 215 . 3 oder 215 * 32 
haben. Wir zeigen zuerst, dal3 N(R,) die Ordnung 213 . 3 oder 213 . 3” 
haben mu& Sei zuerst 1 N(R,)I = 213 . 3 und 1 N(R,)I = 211 . 3. Wegen der 
Ordnung von N(A) ist dann entweder E normal in N(A) oder e3 ist zu p 
konjugiert. Da (Iii , Zr , I,) in N(A) nicht normal ist, mul3 e3 zu p konjugiert 
sein Also ist 213 ein Teiler der Ordnung von C&(p). Dann hatte aber v+ 
zu viele Konjugierte in A, die nicht in R,R, liegen. Also ist 1 N(R,)I = 213 . 3. 
Sei nun 1 N(R,)I = 213 . 32. Falls I N(R,)/ = 211 . 3” ist, folgt der Wider- 
spruch wie eben. Sei also I N(R,)I = 2 l2 32. Dann ist insbesondere vi zu 
p konjugiert. Damit hat e3 zwolf, vierundzwanzig oder achtundvierzig 
Konjugierte unter N(A). Da (A, Z3 , Z4) in O,(N(A)) liegt, ist die Anzahl 
der zu a,~ konjugierten Involutionen durch sechzehn teilbar. Also hat V+L 
144 Konjugierte. Dann ist v+ + e, + v1 + V+L. Das gibt aber einen 
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Widerspruch zu der Anzahl der Involutionen in A. Also ist 1 N(R,)I = 213 . 32. 
Dann liegt also (A, Z3, Z4, a, b) normal in N(A). Hierbei ist (A, a, b, x) 
eine 2-Sylowgruppe von N(R,). Damit ist (i) bewiesen. 
Klar ist wieder, daD 215 der genaue 2-Anteil der Ordnung von G ist. 
Nach [lo, Lemma 5.381 ist x zu einer Involution aus (A, Z3, Z4 , a, b) 
konjugiert. Wir nehmen an, x sei nicht zu q konjugiert. Dann sieht man leicht, 
daD Crl(x) eine 2-Sylowgruppe von C(x) ist. Hierbei ist T1 die in (i) 
angegebene 2-Sylowgruppe von G. Da das Zentrum von C,(x) zyklisch ist, 
ist x zu keiner Involution aus A konjugiert. 1st s eine Involution aus 
(A, Z3, Z4, a, b), die nicht in A liegt, so gibt es in (q , v2, e3) oder in 
<vl>+7~2 > CL) k eine Involution, die von s zentralisiert wird. Also teilt 2g die 
Ordnung von C,(s). Somit ist x zu keiner Involution aus (A, Z3 , Z4 , a, b) 
konjugiert. Das 1st aber ein Widerspruch. Wir haben somit gezeigt, dal3 x 
zu vi konjugiert ist. 
Wir zeigen nun, daR EL, elementar abelsch ist. Sei S eine 2Sylowgruppe 
von G, die eine 2-Sylowgruppe von C(x) enthalt, die ihrerseits C,(x) enthalt. 
Da u, zu x konjugiert ist, liegt or nicht in C(Z,(S)). Also ist Z,(S) = <e, , Zr). 
Dan kijnnen wir annehmen, da13 [Zr , Z3] = 1 ist. Wir kijnnen jetzt annehmen 
dal3 es ein Element g aus C(e,) n C(p) gibt, mit Sg = Tr . Da Z3 in Cs(e3) 
liegt, folgt, daD Z3g in RI liegt. Also ist Z3 eine Involution. Aus demselben 
Grunde ist Z4 eine Involution, die Zr zentralisiert. Da p auf EL, operiert, 
sieht man nun, da0 EL, elementar abelsch ist. 
Dal3 v, zu x und p zu einer Involution aus EL,a unter N(EL) konjugiert ist, 
folgt wie in [9, Lemma 221. Dal3 vr zu va konjugiert ist, folgt wie in [9, 
Lemma 231. 
LEMMA 31. 213 ist der genaue 2-Anteil der Ordnung won G. 
Beweik. Wie in [9, Lemma 251 sieht man, daD N(EL,)/C(EY) zu einer 
zerfallenden Erweiterung einer elementar abelschen Gruppe von der Ordnung 
16 mit A, isomorph ist. Mit den gleichen Argumenten, mit denen man 
gezeigt hat, daD EL, elementar abelsch ist, kann man such zeigen, da13 
<s , e2, 4, 1,) P, PCLP~, a, b) elementar abelsch ist. Weiter erhalt man, daD 
der Normalisator dieser Gruppe die gleiche Struktur hat wie N(EL,). Damit 
liegt (er , e2 , Zr , 1,) in beiden Normalisatoren normal. Das bedeutet, da13 
<e r , e, , Z1 , I,) stark abgeschlossen in Tl beziiglich G ist. Anwendung von 
[4] liefert nun einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 
LEMMA 32. Es gilt eke der folgenden Aussagen: 
6) v1 + P, vl + w, 
(ii) Die Ordnung won N(A) ist 213 * 3 * 5, 
(iii) Die Ordnung won N(A) ist 213 * 32 * 5. 
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Beweis. Wir nehmen an, (i) sei nicht erfiillt. Dann ist N(A) # N(R,). 
Sei nun such (ii) und (iii) nicht erfiillt. Wir gehen die mijglichen Ordnungen 
fur N(A) durch und erhalten 1 N(A)1 = 213 . 3 . 7 oder 213 . 33. 1st 
/ N(A)1 = 213 . 3 . 7, so ist z1r nicht zu vs konjugiert. Wegen der Anzahl 
der Involutionen in A hat dann v2 nur 32 Konjugierte unter N(A). Das 
bedeutet dann aber, dal3 R, normal in N(A) ist. Sei nun 1 N(A)1 = 213 . 3a. 
Da (i) nicht erfiillt ist, ist 1 N(R,)I = 2 l2 32 oder 213 . 32. Im ersten Fall 
ergibt sich wieder ein Widerspruch zu der Anzahl von Involutionen in A. 
Sei also I N(R,)/ == 213 32. Da N(A) eine Untergruppe vom Index 3 hat, 
liegt (A, Z3 , Z4) normal in N(A). Dann wird aber die Ordnung von 
(A, Z3 , Z4 , N(R,)) durch 215 geteilt. Dies widerspricht Lemma 31. 
LEMMA 33. Annahme 1 ist nicht erfiik. 
Beweis. Sei zuerst Lemma 32 (i) nicht erfiillt. Bezeichne mit 
Tl = (4 13 , 4 , x>. Sei S eine 2-Splowgruppe von G, die eine 2-Sylowgruppe 
von C(x) enthalt, die ihrerseits Crl(x) enthalt. Da x nicht zu e, konjugiert ist, 
liegt e, in Z(S). 1st 2* ein Teiler der Ordnung von C(x), so mul3 x das zweite 
Zentrum von S zentralisieren. Ware such vi in C(Z,(S)) enthalten, so ware 
Z,(S) gleich (e, , e,). Dann ist aber p und v+ zu x konjugiert. Damit ist 
dann vi zu p und zu vlp konjugiert. Dies ist aber nur moglich, falls die 
Ordnung von N(R,) gleich 2i1 32 5 ist. Das ist nach Lemma 17 nicht 
moglich. Also ist vl $ C(Z,(S)). Dann ist vr zu x konjugiert. Wie in Lemma 30 
sieht man nun, da8 EL, elementar abelsch ist. Also ist vl zu keiner Involution 
aus (E, Zi , 1,) unter N(B) konjugiert. Dann sind aber alle Involutionen 
aul3erhalb von (E, Z1 , I,) in A unter N(A) zu vl oder zu v2 konjugiert. Damit 
erhalten wir wieder, daB v1 zu p und zu vlp konjugiert ist. Das liefert wie 
oben den Widerspruch. Somit ist 27 der genaue 2-Anteil der Ordnung von 
C(X). Das ergibt, da8 x zu keiner Involution aus (A, Z3, Z4) konjugiert ist. 
Nun liefert [lo, Lemma 5.381 den Widerspruch. 
Sei nun Lemma 32 (i) erfiillt. Dann ist x weder zu e, noch zu e2 noch zu 
v1 konjugiert. 1st 27 der genaue 2-Anteil der Ordnung von C(X), so erhalten 
wir wie oben einen Widerspruch. Sei S wie oben und 2s ein Teiler der 
Ordnung von C(x). Dann ist Z,(S) = (el , e3). Dann mu8 es aber in 
{A, Z3, Id> noch eine elementar abelsche Gruppe von der Ordnung 64 geben, 
die nicht in d liegt. Wir konnen also annehmen, dal3 R, in S liegt. Sei nun 
g E G mit So == Tl . Dann kijnnen wir pg = x annehmen. Dann liegen vrg, 
v$, und (vlv2)g in (A, Za). Also liegt mindestens eine dieser Involutionen in A. 
Dann ist aber R,R, in S enthalten. Das bedeutet, da8 e3 nicht in Z,(S) liegen 
kann. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dal3 die Ordnung von C(X) 
durch 28 geteilt wird. 
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8. EIN AUTOMORPHISMUS, DER E NICHT NORMALISIERT 
In der sporadischen Suzuki-Gruppe ist x ein Automorphismus von L,(4), 
der die beiden elementar abelschen Untergruppen von der Ordnung 16 in 
einer 2-Sylowgruppe von L,(4) vertauscht. Vergleiche hierzu [7]. Wir werden 
uns nun mit Gruppen beschaftigen, die eine Involution besitzen, deren 
Zentralisator zu (V x E) A,(x) isomorph ist, wobei E von x nicht 
normalisiert wird. Die Struktur des Zentralisators wird dann durch Lemma 5 
beschrieben. Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis des folgenden Satzes: 
SATZ 2. Sei G ein endliche Gruppe und H der Zentralisator einer Involution 
in G. Es sei H zu (V x EA,)(x) isomorph, wobei E eine elementar abelsche 
Gruppe von der Ordnung 16 und V eine Klein’sche Vierergruppe ist. Auf EA, 
bewirke x einen iiuperen Automorphismus von der Ordnung 2, der E nicht 
normalisiert. Weiter sei (V, x> eine Diedergruppe von der Ordnung 8. Dann 
gilt eine der folgenden Aussagen: 
(i) G hat eine Untergruppe vom Index 2 
(ii) O,,,,(G) ist von der Einsgruppe verschieden. 
Fur den Rest dieses Paragraphen sei G ein Gegenbeispiel zu Satz 2. Wir 
werden zeigen, da8 ein solches G nicht existiert. Die Bezeichnungen sind 
wie in den vorangegangenen Paragraphen. 
LEMMA 34. Die Ordnung von N(R,) wird durch 2s geteilt. 
Beweis. Sei 28 der genaue 2-Anteil der Ordnung von N(R,). Dann enthalt 
NH(R1) eine 2-Sylowgruppe von N(R,). Wird (e, , e,} von x nicht zentralisiert, 
so erhalten wir wie in Lemma 6 eine Untergruppe vom Index 2 in G. Wir 
kijnnen also annehmen, da13 (er , ez> von x zentralisiert wird. Sei 
T = RIR,(x) eine 2-Sylowgruppe von H. Dann ist Z(T) gleich (vi , e, , ea). 
Wie in Lemma 7 sieht man, da0 v, zu keiner Involution ungleich v1 aus Z(T) 
konjugiert ist. Setze F = (vu1 , e, , e2 , x). Dann hat vi unter N(F) 1, 3, 5, 7 
oder 9 Konjugierte. Man sieht leicht, dal3 die beiden letzten Zahlen nicht 
miiglich sind. Habe vr fiinf Konjugierte. Dann normalisiert ein Element w 
von der Ordnung 5 C,(X). ‘Also wird e, von w zentralisiert. Das ist ein Wider- 
spruch, da F von w nicht zentralisiert wird. Habe nun vr drei Konjugierte. 
Dann hat vle, und vre, such drei Konjugierte. Insbesondere ist A, vom 
Typ (2). Somit liegen (vi , e, , tx> und (vi , e2 , tlx> mit t, tl E (e, , e,> 
normal in N(F). Damit ist (e, , ea , x) zu (e, , ea , al) konjugiert. 
Klar ist, daB N(RIR,) die Ordnung 2s . 3 oder 2g . 32 hat. Habe N(R,R,) 
die Ordnung 2s . 32. Dann ist vie, zu vu2e3 konjugiert. 1st e, zu einem Element 
aus R1 oder R, konjugiert, so ist e, zu diesem Element unter N(R,) bzw. 
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N(R,) konjugiert. In diesen beiden Gruppen liegt aber e, zentral. Mit [2] 
folgt nun ein Widerspruch zu der Struktur von G. Hat N(&Z,R,) die Ordnung 
2s . 3, so erhalt man den gleichen Widerspruch. 
Wir haben somit gezeigt, dal3 N(F) in H liegt. Da F charakteristisch in 
einer 2Sylowgruppe von C,(x) liegt, enthalt C,(x) eine 2-Sylowgruppe von 
C(x). Weiter enthalt C(x) keine elementar abelsche Untergruppe von der 
Ordnung 64. Also ist x zu keiner Involution aus RIR, konjugiert. Anwendung 
von [lo, Lemma 5.381 liefert einen Widerspruch zur Struktur von G. 
LEMMA 35. Die Gruppe (e, , 1 e ) wird von x nicht zentralisiert. 
Beweis. Nach Lemma 34 gibt es eine Gruppe S von der Ordnung 21°, 
die T enthalt. Sei a ein Element aus S, das nicht in T liegt. Dann wird R, n R, 
von a normalisiert. Weiter ist via gleich vre mit e E (el , ea). Da x von a 
modulo R,R, zentralisiert wird, erhalt man einen Widerspruch, indem man 
z’pa betrachtet. 
LEMMA 36. Die Ordnung von N(R,) wird durch 21° geteilt. 
Beweis. Sei 2” der genaue 2-Anteil der Ordnung von N(R,). Dann ist 
21° der genaue 2-Anteil der Ordnung von G. Sei S eine 2-Sylowgruppe von G, 
die T enthalt. Dann ist S/(R,R,) 1 e ementar abelsch. Weiter ist N(R,) in 
N(R,R,) enthalten. Also ist (e, , e,) stark abgeschlossen in R,R, beziiglich G. 
Kein Element aus S, das nicht in R,R, liegt, ist ein Quadrat in S. Aber e, ist 
ein Quadrat in einer 2-Sylowgruppe des Zentralisators jeden solchen 
Elementes. Mit [2] folgt nun, dal3 e, zu e2 in N(R,) konjugiert ist. Mit 
dem gleichen Argument wie eben folgt nun, da8 (er , e,} stark abgeschlossen 
in N,(RJ bezuglich G ist. Sei t ein Element aus N,(R,) x, das zu e, in G 
konjugiert ist. Dann ist v1 oder v1e2 in C(t) enthalten. Sei g ein Element 
aus G mit tQ = e Dann kann man g so wahlen, da8 vig bzw. (vie&’ in 
N,(R,) liegt. Da kit bzw. v,e,t zu t konjugiert ist, liegt vrg bzw. (cle,)u in 
R,R, . Dann kijnnen wir g aus N(R,R,) wahlen mit tQ E (el , ea). Das ist aber 
unmoglich. Also ist (ei , e,) stark abgeschlossen in S beziiglich G. Nun 
liefert [4] einen Widerspruch zur Struktur von G. 
Wie in Definition 1 definieren wir wieder die Gruppe A. Genauso wie 
in Lemma 15 sieht man, da8 A speziell ist, falls 212 die Ordnung von G teilt. 
Mit denselben Methoden wie in Lemma 17 erhalt man, daD 1 N(R,)I = 
/ N(R,)/ gleich 21° . 3, 21° . 32, 211 . 32, 212 3, oder 2i2 . 32 ist. 
LEMMA 37. Ist 211 kein Teiler der Ordnung von N(R,), so ist 212 ein Teiler 
der Ordnung von G. 
Beweis. Sei 212 kein Teiler der Ordnung von G. Dann ist A(x) eine 
2-Sylowgruppe von G. Wegen der Struktur von N(R,R,) liegt es in Z,(A). 
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Wegen der Operation von x gilt das dann such fur p. 1st e, nicht zu ea 
konjugiert, so ist e, zu keinem Element ungleich e, aus RIR, konjugiert. 
Da e, ein Quadrat in einer 2Sylowgruppe von C(t) fur alle t in A(x) ist, 
ist wegen [2] e, zu einer Involution t aus (R,R,) Zi konjugiert. Jetzt ist aber 
such ea ein Quadrat in einer 2-Sylowgruppe von C(t). Da (ei , e,) stark 
abgeschlossen in R,R, beziiglich G ist, und da te, , te, und te,e, zu t konjugiert 
ist, mul3 dann e, zu e, konjugiert sein. Das ist ein Widerspruch. Also ist 
e, zu ea konjugiert. Dann liegt such e4 und pyp2 in Z,(A). Entweder ist dann 
A speziell, oder Q,(A) liegt in R,R, . Also ist (ei , ep) stark abgeschlossen in A 
und damit in A(x) beziiglich G. Anwendung von [4] liefert nun einen 
Widerspruch. 
LEMMA 38. Die Ordnung van N(R,) wird durch 211 geteilt. 
Beweis. Wir nehmen an, dal3 211 die Ordnung von N(R,) nicht teilt. 
Nach Lemma 37 ist dann 212 ein Teiler der Ordnung von G. Weiter ist A 
speziell. Man iiberlegt sich leicht, dal3 N(A) die Ordnung 214 . 32 hat, falls 
214 die Ordnung von G teilt. 1st [x, p] # 1, so erhalt man wie in Lemma 22 
einen Widerspruch. Also gilt [x, p] = 1. Dann gibt es in A eine N(A)- 
Konjugiertenklasse von der Lange 12. Also gibt es ein Element von der 
Ordnung drei, welches z~i auf ~1~ abbildet und e, und eines dieser Elemente 
zentralisiert. Sonst ware wi zu einem dieser Elemente konjugiert. Beides ist 
aber, wie man leicht nachrechnet, nicht moglich. Also ist 212 oder 2r3 der 
genaue 2-Anteil der Ordnung von G. 
Wie in Lemma 22 sieht man, daB q zu x in G konjugiert ist. Zahlt man 
nun die Involutionen in C(x(e,)) n C(v,(e,)) ab, so sieht man, daR V, 48 
Konjugierte unter dem Normalisator dieser Gruppe haben muI+. Also ist 
213 der genaue 2-Anteil der Ordnung von G. Sei S = (A, a, b, x) eine 
2-Sylowgruppe von G. Klar ist, daD alle zu R, in G konjugierten Gruppen, die 
in S liegen, in A liegen. Also ist (e i , e2 , Zi , 1,) stark abgeschlossen in A 
beziiglich G. Wir betrachten nun N((e, , e2 , Zr , I,)). Hierin ist vi zu x 
konjugiert. Weiter hat N((e, , e2 , Z1 , Z,))/C((ei , e2, Zr , I,)) eine Dieder- 
gruppe von der Ordnung 8 als 2-Sylowgruppe. Da G keine Untergruppe vom 
Index 2 hat, ist q zu ~1~ konjugiert. Also ist 
NC& , e2 , 4 , Z2))/C((el , e2 , 4 , I,)) = B 
nach [5] zu L,(q) oder A, isomorph. Wegen der Struktur von N,((e, , e2 , 
Zi , I,)) ist B zu A, isomorph. Somit haben wir, dal3 alle Involutionen aus S, 
die nicht in A liegen, zu Involutionen aus A, die nicht in (e, , e2 , Zi , 1,) 
liegen, konjugiert sind. Somit ist (ei , e2, Zi , I,) stark abgeschlossen in S 
beziiglich G. Nun liefert [4] einen Widerspruch zur Struktur von G. Dieser 
Widerspruch beweist das Lemma. 
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LEMMA 39. Die Ordnung mm N(R,) wird durch 212 geteilt. 
Beweis. Wir nehmen an, dal3 211 der genaue 2-Anteil der Ordnung von 
N(R,) sei. Sei 1s ein Element aus N(R,) mit v$ = es . Wegen der Struktur 
von C,(Za) und C,(x) mul3 21z die Ordnung von G teilen. 
N(R,)/A und N(R,)/A h b a en ein gemeinsames 2-Komplement U. Die 
Gruppe (N(R,), N(R,))/A ist in NNcAjIA(UA)/A enthalten. Also teilt 8 die 
Ordnung von N(A)/A. Somit wird die Ordnung von G durch 213 geteilt. Fur 
die Ordnung von N(A) gibt es dann die Moglichkeiten 213 . 32, 213 . 33, und 
214 . 32 
Sei !‘N(A)J = 2l” . 32. Klar ist, da8 N(A)/A 3-abgeschlossen ist. Weiter 
kann eine 2-Sylowgruppe von N(A)/A k . eme 2-Sylowgruppe von GL(2, 3) 
sein. Also hat pA genau 4 Konjugierte unter N(A)/A. Aber p zentralisiert 
nur 24 nicht zu e, konjugierte Involutionen aus A. Das widerspricht der 
Tatsache, da8 vi 96 Konjugierte unter N(A) hat. 
Sei / N(A)] = 2r3 . 33. So erhalten wir wie im letzten Teil des Beweises 
von Lemma 26 einen Widerspruch. 
Wir haben somit gezeigt, dal3 213 . 32 die Ordnung von N(A) ist. Weiter 
ist dann 213 der genaue 2-Anteil der Ordnung von G. 
Sei nun S = (A, 13,1u, x) eine 2-Sylowgruppe von G. Hierbei ist 
I,, = I,“. Wegen der Struktur von C,(x) ist x weder zu e, noch zu vi in G 
konjugiert. Damit erhalt man, dal3 2’ der genaue 2-Anteil der Ordnung von 
C(x) ist. Also ist x zu einer Involution aus AZ, konjugiert. Eine solche 
Involution enthalt in ihrem Zentralisator immer eine elementar abelsche 
Gruppe von der Ordnung 32. Dies gilt fiir C(x) nicht. Also kann x zu keiner 
Involution aus (A, Z3 , I,,) konjugiert sein. Anwendung von [lo, Lemma 5.381 
liefert einen Widerspruch zur Struktur von G. 
LEMMA 40. 213 ist der genaue 2-Anteil der Ordnung von G. 
Beweis. Nach Lemma 39 ist 212 der genaue 2-Anteil der Ordnung von 
N(R,). Da N(R,) 2-abgeschlossen ist, hat das Zentrum einer 2-Sylowgruppe 
von N(R,) die Ordnung 4. Also teilt 213 die Ordnung von G. 
Sei 214 ein Teiler der Ordnung von G. Dann hat N(A) die Ordnung 215 . 3 
oder 2i5 . 3”, und 215 ist der genaue 2-Anteil der Ordnung von G. Daraus 
ergibt sich, dal3 S = (A, 1 1 1 1 3 , 4 , IL , 0Up2 , x) eine 2-Sylowgruppe von G ist. 
Hierbei ist v$ = vie3 , v$ = vre, , v$ = v2e4 , und v.$ = v2e3e4 . Weiter ist 
1, = 135 und 1 111102 = 14x. Aus der Struktur von C,(x) folgt, da8 x weder zu 
e, noch zu vi konjugiert ist. Daraus folgt, dal3 C,(x) eine 2-Sylowgruppe 
von C(x) ist. Insbesondere ist 2* der genaue 2-Anteil der Ordnung von C(x). 
Sei nun t eine Involution aus N(R,). D ann ist 2s ein Teiler der Ordnung von 
C,(t). Also ist x zu keiner Involution aus C,(,)((e, , e2)) konjugiert. Nun 
358 G. STROTH 
liefert [lo, Lemma 5.381 einen Widerspruch zur Struktur von G. Also ist 
213 der genaue 2-Anteil der Ordnung von G. 
LEMMA 41. Die Ordnung von N(A) ist 213 . 3 . 5 oder 213 . 32 . 5. Weiter 
enthiilt N(A)/A eine Untergruppe isomorph zu A, . 
Beweis. Da N(R,) die Ordnung 212 . 3 oder 212 . 32 hat, hat N(A) die 
Ordnung 213 . 3, 213. 32, 213 . 33, 213 . 3 . 5, 213 . 32 . 5 oder 2r3 .3 .7. Teilt 
32 die Ordnung von N(A) nicht, so ist 2* der genaue 2-Anteil der Ordnung 
von C(v,). Weiter liegt N(R,) nicht mit dem Index 2 in N(A). Also hat N(A) 
die Ordnung 2i3 . 33, 213 3 . 5, oder 213 . 32 5. 
Habe N(A) die Ordnung 213 . 33. Dann hat vi unter N(A) 144 Konjugierte. 
Weiter hat e3 unter N(A) 72 Konjugierte. Wir haben ~~3 = t& , ~‘4 = t2pZ2 , 
und TV w4 = t3t412 mit ti E v e v e e e ). Also sind die Elemente (v~~)~~, ( 1 3, 2 4, 1, 2 
(~2clY5 (7h~2P)zi~ (WPP2Y”~ (V2PPP2Yi, h~2PPf2Y”, (WPPP2Yi~ (7J2PfvP2Y’~ 
und (v1v2~p~p2)ri mit i = I, 2 paarweise verschieden. Diese Elemente sind 
alle zu v1 konjugiert. Damit hat v, mehr als 144 Konjugierte unter N(A). 
Also ist die Ordnung von N(A) nicht 213 . 33. 
Da C&&(e, , e&)/A die Ordnung 60 oder 120 hat und da p kein Element 
von der Ordnung 5 modulo A zentralisiert, ist C&,)((e, , e,)) nicht auflosbar. 
LEMMA 42. Fiir die Struktur von (A, 1314) modulo (eI , e2) gibt es die 
fo2genden Mbglichkeiten : 
(9 $3 = vlwll , (fpf'Y3 = v2e4pcLp212, 
pz4 = vlv2e+12 ; (pp~~)~4 = v,e,ppp21,12 , falls [II , 1.J = 1; 
(ppp2)14 = v,v2e~pp21,12 , falls[l, , Z2] = el ; 
(ppp2)*4 = w4fpf2412 , falls PI , 121 = e2 ; 
(fpf2)z4 = e4fCLp21J2 , falls VI , &I = w2 - 
(ii) $3 = v2w4 ; (PPP~)'~ = w2e3e4fpf212, 
pz4 = vle,p12 ; (ppp2)z4 = v2e3e,ppp21,12 , falls [II , l,] = 1; 
(ppf32)14 = e3e4ppp2U2 , falls 14 , 121 = el ; 
(PPP~)~~ = vle3e4pw24~2 , falls 114 , 121 = e2 ; 
(PCLP~)~~ = v2e3e4fwfW2 , falls PI , 121 = w2 . 
(iii) $3 = vlv2e3e4t4, (PPP~P = w3(ftLp2) 12, 
pz4 = v2e3e,p12 ; (pp~~)~4 = vIv2e3ppp21,12 , falls [II , Z,] = 1; 
(ppf2P = v3ppf2k~2, falh [4, j21 = el ; 
(fpp2)z4 = e3fw2k12 , falls PI , 121 = e2 ; 
(pp~~)~4 = v2e3ppp21112 , falls [I1 , l,] = ele2 . 
Beweis. Es ist ~73 gleich t& mit t E (vres , v2e4 , e, , e2). Wir werden nur 
den Fall (i) beweisen. Die anderen Falle gehen dann analog. Klar ist, da8 t 
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nicht in (er , es) liegt. Sonst ware ~~3 # e@ Dann hat aber es mehr als 60 
Konjugierte unter N(A). Also ist ~~3 = vie& . Weiter ist (p~p~)~3 gleich 
sppp212 mit s E Cv1e3 , v e >. 2 4 Da (pp~p~)~3 von t~ppp~l~& verschieden sein mul3 
(gleiches Argument wie oben), ist s gleich w2e4 oder vrvse,e, . Indem man nun 
p durch p2 ersetzt, kann man 0.B.d.A. annehmen, darj s = vae, gilt. 
Wir berechnen nun ~~4. Dabei nutzen wir aus, daI3 p auf (A, 13, &)/A 
genauso wie auf R,/(R, n A,) operiert. Das ergibt die folgende Gleichung: 
vlv2e+12 = (ppj~p~)‘~” = (pc~ppp~)p~‘~ = pz4, 
Genauso erh& man, da5 (ppp2)E4 gleich vIe4p~p2Zf sein mu8. Zu bestimmen 
bleibt also noch 1:“. Wir wissen, dal3 1:” gleich tll12 mit t E R,R, sein mul3. 
Da 1:’ und vule4pppzZf Involutionen sein mussen, liegt t, je nachdem ob 
[4 , 121 = 1, el , e2 oder ere, ist, in (e 1 , e2>, <el , e2> v2 , <el , e2> w2 o&r 
(e r , e2) vi . Damit hat (ppp2)/4 die in (i) angegebene Form. 
LEMMA 43. Es wird 1, -aon E2 xentra2isiert. Weiter liege-n (ZJ2, (ZJ2 sowie 
[4 , 41 in <eI , e2>. 
Beweis. Sei [Z1 , Z,] = e, . Dann ist Z2x = tZlZ2 mit t E (el , e,) v2 . Da x 
eine Involution ist, die I1 zentralisiert, mu&e t” gleich e,e,t sein. Das ist 
aber unmoglich. Genauso fiihrt [Ii , Es] = e2 zum Widerspruch. 
Klar ist, da8 (Q2, (Id)” sowie [Za , ZJ in RI liegen. Dann kijnnen wir 0.B.d.A 
annehmen, dafi (Zs)2 und (1h)2 sogar in (er , e2) liegen. Ware [II , Z,] = ere, , 
so ware ((ZsZJ2>L1 gleich e,(ZsZ,J2. Das ist aber nicht moglich. Also wird 4 von 
Z2 zentralisiert. Dann zentralisiert p aber (Z,ZJ2. Also liegt such [Za , ZJ in 
(6 , e2). 
LEMMA 44, Die Struktur von (A, 13, ld) wird durck Lemma 42 (i) mit 
[II , Z,] = 1 bestimmt. 
Beweis. Nach Lemma 43 ist [II , Z,] = 1. Es gentigt also zu zeigen, dal3 
die Typen (i), (ii), und (iii) isomorph sind. 
Sei die Abbildung folgendermaBen definiert: 
Vl + qv2 + v, + Vl 
e3 --f e3e4 + e4 + e3 , 
11 + l2 + 1112 -+ 11 ) 
IL - PPP2 - cLPFP2 + P> 
el - 6 , 
e2 - e2 , 
4 - 12 3 
14 -+ 14 . 
Man rechnet leicht nach, da13 diese Abbildung ein Isomorphismus ist. 
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Im folgenden wollen wir mit S = (A, la, la, a) eine 2-Sylowgruppe von G 
bezeichnen. 
LEMMA 45. Man kann a so wiihlen, da&? die folgenden Relationen erfiillt 
sind: 
el a=e e2a = e,e, , e3 a- 19 - e3 , p = p, 211” = l1 , 
e4 a = ee,e, mit e E <el>, 
(PCLpT = @PcLP2 mit t E Gel , e2h 
vzQ = t&l, mit tl E <el , e2h 
lza = v,e,t,l,l, mit tz E <el , e2>, 
14a = vulv2t,e,l,14 oder VlV'zhl2l4 mit t E <el , e2h 
a2 = 1. 
Beweis. Wegen der Struktur von N(A) konnen wir e,” = e, , eaa = erea 
und eaa = ea annehmen. Weiter muB vi a = tll mit t E E gelten. Dann konnen 
wir 0.B.d.A t = 1 annehmen. Da ea von a nicht zentralisiert wird, mu8 
vaa die oben angegebene Gestalt haben. Wegen (e#)2 = e1 kiinnen wir 
pa = TV annehmen. Nun sieht man such, daB eaa und (pppp2)o die oben 
angegebene Gestalt haben. Berechnet man nun vP’~~), so sieht man, dal3 
1,” gleich t1113 mit t E R,R, sein mul3. Weiter liegt a2 in C(e,) n C(p). Indem 
man eventuell a durch qa, v,a, vlv2a oder e,a ersetzt, kann man immer 
erreichen, da8 a eine Involution ist. Nun erhalt man leicht die restlichen 
Relationen. 
LEMMA 46. In G ist e, nicht xu e3 konjugiert. 
Beweis. Da C(e,) n C(q) die Ordnung 64 hat, S aber keine Involution i 
besitzt, so da8 C,(i) die Ordnung 64 hat, kann e, nicht zu es konjugiert sein. 
LEMMA 47. Ist l3 keine Involution, so gibt es in (A, l3 , 14) keine Involution, 
die nicht in A liegt. 
Bewe&. Sei t13 mit t E A eine Involution. Dann liegt t in (E, 0~1,) v21z). Alle 
diese Elemente sind zu l3 konjugiert. Also gibt es in (A, 13, 14) aufierhalb 
von A genau dann Involutionen, falls l3 eine Involution ist. 
LEMMA 48. Ist l3 e-ine Involution, so ist e, nicht zu l3 in G konjugiert. 
Beweis. Sei l3 zu e, konjugiert. Dann liegen in <E, l3 , 14) keine zu vr 
konjugierten Elemente. Also ist l3 in N((E, 13, 14)) zu e, konjugiert. Nach 
Lemma 46 ist e, nicht zu ea konjugiert. Also liegt E in N((E, 1,) 14)) normal. 
Somit ist e, nicht zu l3 konjugiert. 
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LEMMA 49. Es gibt kein Gegenbeispiel xu Satx 2. 
Beweis. Wegen Lemma 46 und Lemma 48 enthtilt (e, , e,) eine Unter- 
gruppe, die in (A, l3 , le) beziiglich G stark abgeschlossen ist. Es gent&t also 
zu zeigen, da13 e, zu keiner Involution aus S, die nicht in (A, lz, la) liegt, 
konjugiert ist. Dann folgt mit [4] die Behauptung. 
Sei b eine Involution aus S, die nicht in (A, l3 , la) liegt. Weiter sei b N e, 
in G. Sei S, eine 2-Sylowgruppe von C(b), die C,(b) enthalt. In G gibt es 
dann ein Element g, das b in e, und S, in S tiberfiihrt. Nach Lemma 45 
kiinnen wir b so wahlen, daB es von b zentralisiert wird. Dann ist ei(es)g 
zu (es)1 konjugiert. Also ist be, zu ea konjugiert. In S ist b zu be, konjugiert. 
Also ist e, zu b in G konjugiert. Das widerspricht aber Lemma 46. 
9. G IST ISOMORPH zu L,(2) 
In diesem Abschnitt wollen wir den folgenden Satz beweisen: 
SATZ 3. Sei G eine einfache Gruppe und H der Zentralisator einer Involution 
von G. Ist H isomorph xum Zentralisator einer nicht 2-zentralen Involution 
aus Lj(2), so ist G zu L,(2) isomorph. 
Mit Lemma 33, Satz 2, und Satz 3 ist dann Satz 1 bewiesen. Alle Schhisse 
aus [9], die die Operation eines Elementes der Ordnung 5 aus A, nicht 
benutzen, kiinnen nun iibernommen werden. Ich werde im einzelnen darauf 
hinweisen. 
LEMMA 50. Sei T eine 2-Sylowgruppe von H. Dann gibt es in T genau 
zwei elementar abelsche Untergruppen von der Ordnung 64. Diese sind 
zentralisatorglei~h und normal in T. Das Zentrum von T ist eine Klein’sche 
Vierergruppe. Nicht alle Involutionen aus Z(T) sind in G konjugiert. 
Beweis. Genauso wie [9, Lemma 311. 
LEMMA 51. Der genaue 2-Anteil der Ordnung von G ist 21°. 
Beweis. Genauso wie [9, Lemma 321. 
LEMMA 52. Sei R, = V x E und R, = V x (e,, e2, p, ppp2). Ist R1 zu 
R, in G konjugiert, so ist die Ordnung von N(R,) gleich 2g . 32, und die Ordnung 
von C&Je,) ist gleich 2g fiir i = 1, 2. 
Beweis. Klar ist, dal3 H in N(R,) enthalten ist. Weiter ist R, zu R, in 
einer 2-Sylowgruppe von G konjugiert. Da vi zu v,e, in G aber nicht in N(R,) 
konjugiert ist, hat v1 hijchstens 30 Konjugierte unter N(R,). Weiter mul3 
vlel unter N(R,) genauso viele Konjugierte haben wie vi . Geht man nun 
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die mijglichen Ordnungen fur N(R,) durch, so sieht man, da13 N(Z?i) die 
Ordnung 2g . 32 haben mu& Dann muB aber er mehr als 3 Konjugierte 
unter N(li,) haben. Also hat C,tRi)(el) die Ordnung 2g. 
LEMMA 53. Sei R1 zu R, konjugiert. Ist T eine 2-Sylowgruppe von G, 
die R,R,(x) enthiilt, so liegen alle Involutionen von T in R,R,(x), und T ist 
der Zentralisator von e, . Die Involutionen x, e, und v1 liegen in drk verschiedenen 
Konjugiertenklassen von G. 
Beweis. Genauso wie [9, Lemma 341. 
LEMMA 54. Sei R, zu Ri, konjugiert. Ist t aus (R, n R,) CL, so liegt C(t) 
in N(R,). 
Beweis. Wegen der Struktur von N(R,) ist R, oder R,(x) eine 2-Sylow- 
gruppe von C(t). Also ist (v i , vs) stark abgeschlossen in einer 2-Sylowgruppe 
von C(t) beztiglich C(t). Betrachte nun die Nebenklasse (vr , a,) e, . Sei s 
aus dieser Nebenklasse. 1st s N vi in G, so ist s N vi in N(R,R,). Da alle 
Elemente in H, die von einem Element von der Ordnung 3 aus H zentralisiert 
werden in (vi , a v ) liegen, ist C&)(s) eine 2-Gruppe, falls s zu vi konjugiert 
ist. 1st s zu er konjugiert, so ist C&s) nach Lemma 53 such eine 2-Gruppe. 
Anwendung von [3] liefert, dal3 (vi, va) in O,,,,(C(t)) liegt. Da Cc,,,(g) fiir 
alle 1 # g aus (vi , a v > eine 2-Gruppe ist, folgt mit der Fixpuntformel 
[ll], da13 O(C(t)) t rivial ist. Also liegt (vi , va) in O,(C(t)). Damit liegt C(t) 
in N(R,). 
LEMMA 55. R, ist nicht zu R, konjugiert. 
Beweis. Jedes Element s aus R, n R, ist entweder zu vi oder zu e, 
konjugiert. Nach Lemma 52 ist R, n R, stark abgeschlossen in R,R, beziiglich 
G. Nach Lemma 53 ist R, n R, sogar in T stark abgeschlossen beziiglich G. 
Anwendung von [4] liefert nun einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 
LEMMA 56. Sei S eine 2-Sylowgruppe von G, die R,R,(x) enthalt. Dann 
ist S das Erzeugnis von RIR,(x) mit einem Element a, das in seiner Operation 
auf R1 durch folgende Matrix beschrieben wird. 
101000 
110100 
001000 [ 1 001100’ 2, y 6 (0, 1). Z00110 OzyOll 
Die Darstellung geschieht beziiglich der Basis {v 1 , v2 , el , e2 , e3 , 4 e J- 
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Beweis. [9, Lemma 381. 
LEMMA 57. Ist p zu v+ konjugiert, so ist p nicht xu vzp konjugiert. Ist 
vlp zu v+ konjugiert, so ist TV nicht zu 0,~ konjugiert. Ist e, zu v,e, konjugiert, 
so ist e4 nicht zu vze4 konjugiert. Ist vle4 zu vu2e4 konjugiert, so ist e, nicht zu 
v,e, konjugiert. 
Beweis. [9, Lemma 391. 
LEMMA 58. In der Matrix, die die Operation von a auf R, beschreibt, ist z 
gleich 1. 
Beweis. [9, Lemma 401. 
LEMMA 59. Eine 2-Sylowgruppe von G is isomorph zu einer 2-Sylowgruppe 
von L,(2). 
Beweis. Eine 2-Sylowgruppe von L,(2) ist isomorph zu einer 2-Sylow- 
gruppe von Mz,. Dann folgt die Behauptung wie in [9, Lemma 411. 
LEMMA 60. Die Gruppe G ist xu L,(2) isomorph. 
Beweis. Da CH(e,) und C,-cu,)(e,) 2-Gruppen sind, folgt mit [11], da13 
O(C(e,)) trivial ist. Anwendung von [8] liefert nun die Behauptung. 
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